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第 一 过 
空间 直角 坐标 


在 平面 解析 几何 里 , 我 们 首先 建立 了 平面 直角 坐标 , 使 平 
面 肉 的 点 和 一 对 有 序 实 数 ( 坐 标 ) 建立 了 一 一 对 应 的 关系 然 
后 在 这 个 基础 上 ， 又 建立 了 平面 内 的 曲线 和 二 元 方程 间 的 对 
应 关系 ,从 而 可 以 利用 代数 运算 来 解决 几何 问题 . 这 就 是 平 
面 解析 几何 的 基本 思想 , 其 所 用 的 方法 就 是 坐标 法 . 
”在 空间 解析 几何 里 ， 我 们 采用 同样 的 思想 来 研究 空间 几 
何 问题 , 所 用 的 方法 除 坐 标 法 外 ,还 采用 了 向 量 法 。 在 这 一 章 
里 , 首先 建立 空间 直角 坐标 系 , 使 空间 内 的 点 和 有 序 的 三 实数 
组 ( 华 标 ) 建 立 一 一 对 应 的 关系 .然后 利用 维 标 来 解决 一 些 基 
本 问题 一 一 两 点 问 的 距离 .空间 芍 方 向 和 线段 的 定 比 分 点 .这 
些 内 容 都 是 为 将 来 进一步 学 习 所 必需 的 基本 知识 .， 男 一 方 
面 ， 这 些 内 容 又 为 第 二 章 向 量 代 数 中 茶 些 概念 的 引入 作 了 数 
学 上 的 准备 . 
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第 一 节 ”空间 直角 肖 标 系 
1*1 右手 系 和 左手 系 


我 们 知道 , 经 过 平面 内 一 个 定点 0, 可 以 作 两 条 互相 垂直 
的 有 了 呵 直 线 x0x 和 yOy， 考 虚 到 它们 的 位 置 关系 , 就 有 两 种 
情况 , 如 图 二 中 的 (QD) 和 (5), 为 了 方便 ,也 可 以 用 两 条 有 向 
学 直线 表示 成 图 1-2 中 的 (4) 和 (5). 

下 面 我 们 求 看 一 下 图 1-2 中 两 个 图 的 区 别 ， 首 先 在 它们 
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地 y 
(oj 7 
1 -tt 
3 乡 
| 多 了 加 
ta) (0) 
1-2 


所 在 平面 的 一 人 鱼 进 行 观 察 : 在 图 (中 x0Ogy 是 正 角 , 我 们 把 
Oz, Oy 的 这 种 排列 顺序 叫做 右手 系 ; 而 在 图 3) 中 xOw 是 
负 角 ,我 们 把 Ox, Oy 的 这 种 排列 顺序 则 做 左手 系 。 当 选 定 了 
一 个 单位 线段 (也 就 是 它 的 长 度 是 一 个 单位 ), 我 们 就 说 : 在 图 
41- 的 (或 (的 中 建立 了 一 个 平面 直角 坐标 系 。 过 去 在 平面 
解析 几何 里 就 是 采取 图 1-T(e) 中 所 建立 的 那 一 种 右手 系 . 
现在 我 们 把 它 推广 到 空间 ， 经 过 空间 内 一 点 0， 作 三 条 
两 两 互相 垂直 的 有 向 直线 wrOzx, yOy 和 和 2Oz。 同 祥 有 两 种 情 
况 出 现 , 如 图 1-8 中 的 (2) 和 66), 其 中 正 的 部 分 用 实 线 表示 ， 
负 的 部 分 用 炭 线 表示 ， 或 者 用 三 条 有 向 半 寺 线 表 示 成 两 个 直 
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@ 二 C0) 
办 i-4 
三 面 角 , 如 图 二 4 中 的 (8) 和 和 (8). 

我 们 在 区 1-4tc) 中 以 右手 拇指 直立 表示 0z 方向 ， 将 指 
掌 弯 成 缴 形 , 于 是 就 可 以 看 出 : 岂 指 掌 到 指 尖 的 转动 方向 将 是 
0w 经 过 最 短路 径 到 0y 的 转动 方向 ， 同 样 可 以 用 左手 来 说 明 
图 工 么 ( 们 的 情况 或 者 将 右手 的 拇指 、 食 措 、 中 指 伟 开 , 使 互 
相 垂 直 ( 兄 图 1-5(%))， 以 拇指 指 COz 的 方向 , 食指 指 Oy 的 方 
向 , 则 中 指 所 指 的 方向 为 0z 的 方向 , 此 与 图 1-4(4) 相 适合 , 辐 
样 ,图 1-542) 与 图 1-440) 相 适合 ， 


《9 (by) 
图 1-5 
因此 , 我 们 将 图 1-4(Q@) 书 做 右手 系 ; 图 1-4( 四 叫 艇 左手 
系 .它们 是 由 有 问 举 直线 的 位 置 关系 不 同 而 区 分 的 .为 了 和 十 
程 技术 的 要 求 相配 含 ， 从 现在 坐标 系 的 建立 和 后 面向 量 的 运 
算 都 采用 右手 系 . 
【 例 力 ”说明 图 1-6 中 的 直 三 面 角 哪 - :个 是 右手 系 ? 


到 yy 


(a) (5) 
因 1-6 


解 ， 图 1-6(a) 表示 左手 系 ， 在 图 i-6(6) 中 以 有 手 拇指 
向 前 表示 Oz。 将 指 掌 这 成 弧 形 , 于 是 指 掌 到 指 尖 的 转动 方向 
是 Ow 经 过 最 短 略 径 到 0y 的 转动 方向 , 于 是 它 表示 右手 系 . 
1. 呈 ”空间 点 的 坐标 

在 平面 解 机 几何 里 , 为 了 确定 点 的 位 置 , 我们 首先 建立 了 
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直线 上 点 的 坐标 系 以 及 平面 内 点 的 坐标 夭 .然后 就 可 以 确定 
直线 或 平面 内 点 的 位 置 ， 它 们 分 列 用 一 个 实数 或 一 对 有 序 实 
数 来 确定 。 于是, 我 们 就 复 知 直线 上 成 的 笃 斌 只 有 一 个 , 平面 
内 所 的 谷村 有 两 个 ， 现 在 将 其 推广 到 空间 情况 上 去 ， | 

采取 图 1-8( 必 ) 或 1-4(4) 并 选 定 一 个 单位 线 波 ,我们 就 建 
芯 起 一 个 空间 笠 氏 直角 坐标 系 ,简称 空间 直角 坐标 系 , 它 是 一 
种 最 简单 而 又 特别 适用 前 坐标 系 , 记 作 Cagyz， 定 点 0 电 做 原 
点 。 三 条 有 向 直线 wwOz, yOg 和 2z0z 时 微 符 标 负 ， 分 别 昌 做 
第 一 轴 、 第 二 轴 和 第 三 轴 或 横 轴 、 纵 轴 利 立轴 ,简称 汲 吧 轴 、g 
轴 和 2 轴 ， 三 个 平面 YY23、 ?2w'w 各 wwy'y 叫做 坐标 面 ， 分 
别 淹 人 微 第 一 画 、 第 二 面 和 第 三 面 ， 简 称 为 级 面 、22 面 和 wy 
面 ， 


现在 我 们 利用 一 个 房间 作为 空间 直角 坐标 系 的 模型 (图 
1-7)。 以 屋 中 的 地 面 为 zy 面 ,所 面 对 的 墙 面 为 面 , 左面 的 
雯 而 为 zw 面 , 使 它们 与 图 1-4(Q) 一 致 ， 于 是 ” 轴 是 左 墙 面 和 
地 面 的 交 线 , gy 轴 是 前 墙 面 和 地 面 的 交 线 , z 轴 就 是 两 个 墙 面 
的 交 线 .原点 就 是 前 、 左 ,地 三 面 的 交点 .这 样 用 直观 易 懂 的 
实物 来 说 明 空间 坐标 系 , 对 以 后 研究 问题 就 比较 容易 理解 了 . 


建立 了 空间 直角 坐标 系 以 后 ,空间 任意 点 卫 的 位 置 就 可 
以 按 下 商 的 方法 来 确定 ， 通过 P 卫 点 分 别 作 三 个 坐标 面 的 平 
行 平面 ， 它 们 分 别 交 三 个 坐标 町 于 4、 和 0Q.。 这 三 个 平面 
和 三 个 坐标 而 围 成 一 个 长 方 体 04N 吾 一 CHMAPL， 电 做 书 点 
的 坐标 长 方 体 ， 吕 点 和 书 点 是 它 的 两 个 斜 对 顶点 (图 1-8)， 
利用 单位 线段 来 度量 有 疝 线 且 0O4、08 和 DC 的 基数 ， 分 
别 是 CO4=z，0B -4 和 OC=z， 事 实 上 ， 这 三 个 实数 是 分 别 
与 三 条 坐标 轴 相 对 应 的 , 因而 也 就 随 着 排 定 了 次 序 , 象 这 样 排 
定 次 序 的 三 个 实数 叫做 一 个 三 元 数组 ， 记 作 (z, y, 2。 这 就 
是 说 ， 对 于 空间 任意 一 点 了， 就 能 得 到 唯一 的 一 个 三 元 数组 
和 它 相 对 应 ， 反 过 来 , 如 果 有 一 个 三 元 数组 (zy, 四 ,我 们 可 
以 把 2 看 成 是 2 轴 上 某 一 条 有 向 线段 04 的 量 数 ， 把 gy 看 成 
是 y 轴 上 茶 一 条 有 向 线段 08 的 量 数 , 把 s 看 成 是 z 轴 上 茶 
一 条 有 向 线段 0C 的 量 数 .。 然后 由 4、 BB 和 CC 分别 作 必 轴 、y 
轴 和 > 轴 的 垂 面 , 这 三 平面 的 交点 己 就 和 三 元 数组 相对 应 ， 
这 就 是 说 ， 任 何 一 个 三 元 数组 可 以 确定 空间 唯一 的 点 和 它 对 
应 。 因此 我 们 说 , 空间 内 的 点 与 三 元 数组 之 闻 建 立 了 一 一 对 
应 的 关系 。 于 是 把 三 元 数组 (%, y, 分 叫做 点 卫 关于 坐标 系 
Owyz 的 直角 坐标 , 以 后 简称 为 坐标 , 并 将 举 标 是 (zw, y, 2) 的 点 
了 ， 简 记 作 了 P(z, gy, 2)， 其 中 zx、y 和 zz 分 别 叫做 卫 点 的 模 罕 
标 ( 简 称 横 标 )、 纵 坐标 (简称 纵 标 ) 和 立 坐 标 ( 简 称 之 标 ) 

现在 我 们 来 看 原点 、 坐 标 轴 上 的 点 和 坐标 面 上 的 点 的 党 
标 。 在 图 1-8 中 , 过 4 点 作 三 个 坐标 面 的 平行 平面 ,它们 和 
坐标 轴 的 交点 分 别 是 4、 0 和 0， 因 此 有 4(x, 0 0)， 同样 
地 ， 可 以 得 出 8(0, y, 0) 和 0(0, 0 区， 得 过 怒 陶 上 工 点 
“[ 注 ] 我 们 以 到 表示 以 0 为 起 志 ，. 为 终点 的 有 向 线 肪 ，D4 表示 它 的 量 

数 , 104| 表示 它 的 长 度 , 余 类 挫 ， 


作 三 个 坐标 面 的 平行 平面 ,它们 和 坐标 轴 的 交点 分 别 是 CO、 了 如 
和 QC， 因此 有 工 (0, y, 2 同 祥 地 可 以 得 出 Wo 0, 和 
Ns, y, 0). | 

为 了 有 一 个 家 观 的 感觉 ， 下 面 介 绍 空间 直角 坐标 系 的 一 
般 夯 法 . 首先 把 yy 轴 画 为 水 平 的 , 并 规定 从 左 到 右 为 正身 ; 其 
次 把 z 辅 画 为 铅 直 的 , 从 下 到 上 为 正 向 ; 最 后 把 > 轴 画 为 指向 
左下 方 , 且 它 的 正 向 与 9 轴 的 正 向 的 交角 为 185"、g 轴 和 % 
轴 上 的 单位 线段 取 作 相同 , 2 轴 上 的 单位 线段 则 取 为 y 轴 上 
的 单位 线段 的 一 半 ， 见 图 1-9(%)。 如 果 采 用 方 格 纸 来 画图 ， 
和 上 面 一 样 ， 先 作出 坐标 轴 再 取 方 格 纸 的 一 个 方 格 的 一 边 为 
2Y 输 和 轴 上 的 一 个 单位 线段 , 为 作 图 方便 起 钢 , 取 方 格 的 对 
角 线 为 轴 上 的 两 个 单位 线段 , 见 图 上 900)， 


(cy 
图 19 

用 这 种 方法 作出 8@(2, 2, M23), R(4, 一 2, 3) 和 SC 一 2， 
~3， 一 也 三 个 点 ( 咒 图 二 10). 

下 面 我 们 推 求 空间 一 点 到 三 个 坐标 画 和 三 条 坐标 轴 的 距 
离 . 设 有 点 P(x, y, 办 。 在 图 1-8 中 ， 

了 到 gz 面 的 距离 =1LP] =|104} 一 1z|， 

同样 地 , 了 到 zw 面 和 wy 面 的 距离 分 别 是 |y| 和 |zj. 
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轩 1-10 

因为 z 轴 和 平面 PMUAN 相 垂 直 , 由 立体 几何 知识 可 知 ; 

让 轴 和 P4 垂直 .于 是 由 勾 股 定理 得 . 
请 到 zz 轴 的 距离 =1PA| = MANY+TNPY 一人/ 虹 十 允 . 

同样 可 求 得 : 了 到 y 轴 和 ?办 的 距离 分 别 是 ~ 十 信和 
Moy. 

将 上 丙 所 述 归 纳 起 来 就 得 到 以 下 定理 ; 

定理 1 点 了 Plz, y, 2) 到 三 个 健 标 克 的 距离 分 别 是 |z1， 
ly| 和 1zj; 到 三 条 毕 标 轴 的 距离 分 别 是 w 多 十 好 25 十 于 和 
AL52 十 %2 ， 

【 例 2] 设 已 (6, 有 ，( 卫 求 它 的 坐标 长 方 体 所 有 蔬 点 
的 坐标 ; (2) 求 它 在 三 个 坐标 面 内 的 射影 的 坐标 ; (3) 求 它 在 三 
条 坐标 轴 上 的 射影 的 坐标 ; (4) 求 它 到 三 个 坐标 面 的 距离 ; (5) 
求 它 到 三 条 奉 标 轴 的 距离 ， 

解 ，(1) 在 图 1-8 中 由 于 04 一 6, 0B:-5 O00 一 4, 于 是 
得 各 顶点 的 坐标 为 : 

A(6, 0, 0) .BO, 8, 0) C00, 0, 4). LO0, 6, 4) M6, 
0, 4 和 NN(6, 5, 0), 

(2) 一 在 三 个 党 标 面 内 的 射影 分 别 是 工 、 2 和 六 


wm 


(3) 三 在 三 条 坐标 轴 于 的 射影 分 别 是 4 号 和 C 

(4) 由 定理 1 可知 ，P 了 到 三 个 坐标 面 的 距离 分 别 是 6, 6 
和 和 和 4. 

《5) 出 定 划 1 可 知 ， 了 P 到 三 条 坐标 轴 的 距离 分 别 蚌 
MEI, METO MVE, MV, M2 和 v6l. 


1: 咏 ” 寺 限 和 坐标 的 符号 

为 了 便于 理解 ， 现 在 用 前 西 所 提 到 的 直角 坐标 系 的 模型 
来 说 明 一 些 性 质 ; 

在 坐标 系 Ozyz 里 ,gz 面 将 整个 空间 分 为 两 个 半空 间 , 其 
中 包含 2 轴 正 向 的 一 六 叫做 前 半 室 间 , 舅 一 半 叫 做 后 半空 间 ; 
x 尼 面 将 整个 空间 分 为 两 仿 半 空间 , 含 Y 办 下 向 的 一 半 虽 做 右 
半空 间 , 而 另 一 半 叫 做 去 半 空间 ; 最 后 ，zg 面 也 将 整个 空间 分 
为 两 个 半空 间 ， 其 中 包 合 ? 轴 正 向 的 一 学 叫做 上 站 空间 ， 丽 
另 一 半 叫 做 下 站 空间， 由 于 前 半空 间 包含 > 轴 正 向 的 那 一 半 
(或 说 正 向 的 有 向 半 直线 ), 因此 内 在 这 半空 间 肉 的 点 与 迪 面 
平行 的 平面 必 与 ” 轴 相 交 , 故 这 些 点 的 横 标 必 是 正 的 , 其 它 两 
个 坐标 可 正 可 负 , 在 后 半空 间 内 , 诸 点 的 模 标 必 是 负 的 , 其 它 
两 个 坐标 可 正 可 负 ， 至 于 其 它 情况 , 则 可 完全 类 似 地 推出 , 读 
者 试 自行 考虑 . 

同时 , 三 个 坐标 面 又 把 整个 空间 分 成 八 个 部 分 , 每 一 部 分 
虽 封 限 ， 共 有 八 个 封 根 显然 ， 坐 标 面 内 的 点 不 属于 任何 封 
限 、 如 同 平面 内 四 个 象限 的 编号 一 样 ， 空 间 的 卦 限 也 可 以 按 
照 一 定 的 规律 来 编号 ， 同 时 在 前 、 右 、 上 三 个 半空 间 的 部 分 叫 
做 第 工 卦 限 ; 同时 在 后 、 右 、 上 三 个 半空 间 的 部 分 叫做 第 开 圭 
很; 同时 在 后 、 左 .上 三 个 半空 间 的 部 分 叫做 第 TI 封 限 ; 同时 
在 前 、 左 、 上 三 个 半空 间 的 部 分 叫 艇 第 IV 卦 限 ， 在 下 半空 间 


而 位 于 这 四 个 卦 限 下 画 的 四 个 封 限 分 别 叫做 第 V 第 VI、 第 
VHT 第 YI 开封 限 ， 如 图 11 在 第 工 卦 限 内 的 点 的 坐标 全 
是 正 的 , 简 记 作 ( 二 ,十 , 十 ), 在 第 开封 扫 内 的 点 的 坐标 则 为 
(…， 十 ， 填 ), 其它 情 况 完全 可 以 类 伺 地 推出 ， 现 归纳 列表 加 
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于 是 不 在 坐标 面 上 的 点 ， 只 要 根据 它们 坐标 的 符号 就 可 
以 确定 它们 所 在 的 卦 限 ， 


要 


图 1-12 

{ 例 3】 设 一 个 正四 棱 铁 8 一 Pi PoPsPy 的 底面 在 zy 而 
内 ， 底面 中 心 在 原点 ， 各 楼 的 长 均 是 &, 校 PP 垂直 于 9 轴 ， 
棱 PiPs 算 直 于 z 轴 ， 顶点 心 在 十 2 加 上 。 求全、 Pi, Ds Ds 


和 各 一 


和 Ps 的 坐标 . 
解 。 在 图 1-12 中 ， 出 于 阁 面 是 正方 形 , 可 得 底面 四 个 项 
-点 的 坐标 为 ， 
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故 得 S(0， 0, S a). 

【 合 4] 设 有 点 了 (wy, 分， 求 它 关 于 三 个 坐标 画 , 三 条 
坐标 轴 和 原点 的 对 称 点 的 坐标 . 

解 ， 六 了 说 明 方 便 , 设 P(z, y, 分 在 第 工 卦 限 内 , 则 它 关 
于 gz 面 的 对 称 点 DPi 就 在 第 II 卦 限 内 ， 这 两 个 点 的 横 标 的 
符号 相反 ， 但 绝对 值 相同 (绝对 值 就 十 卫 、 记 到 痰 加 的 距 
离 )。 它 们 的 纵 标 和 六 标 则 分 别 相 辐 , 因此 就 得 到 Pi( 一 2, y， 
z)，- 后 再， 上 关于 sz 面 和 zy 面 的 对 称 点 的 举 标 分 别 是 (z， 
—y, 2) 和 (x, Yy,—2). 

下 镶 我 们 再 求 卫 关于 坐标 轴 对 称 点 的 坐标 ; 在 图 1-8 中 ， 
将 了 B 延长 到 了 使 PB=BP', 圳 PP 和 P' 关 于 轴 对 称 .过 
卫 和 人 作 wz 面 的 平行 平 而 分 别 交 2 轴 于 和 4 和 4'， 由 于 这 
两 个 平面 与 面 均 平行 , 昌 PP'、A4! 两 直线 与 yz 面 分 别 交 


一 二 下 


于 如 和 OO， 于 是 由 立体 几何 里 “两 直线 被 三 个 平行 平面 截 成 
比例 线段 ”这 一 性 质 可 知 : 
AO/OA'= PB/BP' 

由 于 PB=BP', 故 得 04'= -0O4= -2 即 己 的 横 标 
是 一 z。 同样 可 以 推出 了 ' 的 立 标 是 一 z。 又 由 卫 和 了 P' 均 在 
过 有 BB 点 与 zz 面 平行 的 平面 内 ， 故 P' 的 纵 标 是 y， 因 此 得 
P'( 一 wy， 一 区 ， 同样 卫 关 于 zz 轴 和 zz 轴 的 对 称 点 分 别 是 
(2, —Yy, —2 和 (CC—2, —y, 5) 

再 延长 PO 到 五 使 10P]=~10P|, 则 五 将 是 三 关于 原 
点 的 对 称 点 ， 过 了 和 了 作 w 耐 的 平行 平面 分 别 交 % 轴 于 4 
和 轧 , 则 有 

OA/AO0O=OP/PO， 故 得 04=04=w， 
即 五 的 横 标 是 一 z，。 同样 可 以 推出 , 互 的 纵 标 和 立 标 分 别 是 
一 y 和 一 zx。 从 而 得 五 (一 z， 一 久 ， 一 雪 ， 

当 卫 在 其 它 卦 限 内 ， 上 面 的 结论 同样 正确 , 读者 自行 考 

虑 . 


1* 准 坐标 系 的 平移 

所 谓 空 间 仅 标 对 的 下 移 ， 就 是 移动 坐标 系 的 原点 而 不 疏 
变 公 标 办 的 方 河 和 单位 线 1 
段 ， 这 和 平面 解析 几何 里 的 
坐标 对 的 平移 完全 一 样 。 下 
面 我 们 来 推 求 坐标 系 的 平移 
公式 . 

设 有 两 个 坐标 系 Ozgye 
各 O'w'yz! 分 别称 为 旧 系 和 
新 系 , 且 Oz ff Ow, ON CO ， 
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0z2 0 (图 IT-13)、 设 空间 一 点 卫 关 于 旧 系 和 新 系 的 坐标 分 

别 是 (rz 2 信和 (of 2)， 又 0 关于 旧 系 的 坐标 是 (4a, 5， 

路， 自卫 到 zy 面 作 垂 线 与 %'y' 面 交 于 WNW', 与 9 面 交 于 . 

又 自 0' 到 zy 面 作 迁 线 与 zy 面 交 于 No， 于 是 No0 和 NN 

是 两 平行 平面 间 的 距离 , 故 必 相等 , 从 而 得 
NP= N'PHNN'~ N'P+ NO 

故 有 2#* 一 ”十 c， 园 样 可 以 得 出 < 一 二 Ga y 王 十 8， 融 有 以 下 


定理 2 设 有 坐标 系 Oayz 平移 到 坐标 系 O'w'y'w， 且 新 
原点 在 旧 系 下 的 坐标 是 (ge，2，o， 空 间 任 意 一 点 了 在 昌 系 和 
新 系 下 的 坐标 分 别 是 (zy, 和 (vw, ，2) ,于 是 有 
v=2 -0 YY +0, = 十 6., (1) 
例如 以 (一 2， 一 8， 一 7) 为 新 原点 0， 出 公式 (1) 容易 
推出 (83, 4, 馈 存 新 系 下 的 坐标 是 (5, 7，12). 


1: 写 ”简单 轨迹 问题 让 

我 们 已 经 看 到 yz 面 上 任 一 点 的 坐标 是 (0, 世人 ,于 是 多 
面 上 的 点 横 标 是 零 ， 反 过 来 , 如 果 一 点 的 横 标 是 零 , 则 这 点 必 
在 纪 面 上 将 这 两 种 说 法 合并 起 来 ,就 是 说 , 模 标 是 零 的 点 
的 轨迹 是 ye 面 , 也 可 以 说 ; 动 点 PCw, 9, 切 适 合 条 件 2= 0, 则 
它 的 轨迹 是 ys 面 . 简单 地 说 , 方程 > 0 就 表示 gz 面 , 应 该 注 
意 , 这 与 平面 解析 几何 里 z=0 表示 y 轴 是 相同 的 道理 .同样 
地 ”>0 表示 前 半空 间 ，z<0 表示 后 半空 间 、 在 图 1-8 中 如 
果 04=a, 则 PMAN 平面 内 任 一 点 的 横 标 都 是 K<。 反 过 来 ， 
如 果 一 点 的 横 标 是 a, 则 这 点 就 必 在 PMAN 平面 内 ， 于 是 
就 可 推出 =a 表示 过 点 (e，0, 0) 且 与 迪 夯 平行 的 一 个 平面 
r。 至 于 不 等 式 0<2<w,， 则 表示 面 与 平面 下 所 围 的 区 域 ， 
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但 并 不 包含 这 两 个 平 而 ; 而 不 等 式 0 和 zs 和 5 则 表示 面 与 平 
面 二 所 围 的 区 域 并 且 包 含 这 两 个 平面 ， 

我 们 又 知道 > 轴 上 一 点 的 人 航标 是 (z,0, 0), 这 就 是 说 , 它 
的 纵 标 和 立 标 都 是 零 . 反 过 来 ,如果 一 -点 和 的 纵 标 和 立 标 都 是 
零 , 则 这 点 必 在 % 轴 工 ， 于 是 我 们 说 , 纵 标 和 和 立 标 是 零 的 点 的 
轨迹 是 z 轴 ， 也 就 是 说 ， 动 点 卫 (z， y, %) 适合 条 件 y=2-=0 
时 , 它 的 轨迹 是 xz 轴 . 或 简单 地 说 ,方程 组 y=z=0 表示 ww 轴 . 
在 图 上 8 中 , 如 果 0B=5, 00=c. 则 WP 上 所 有 点 的 射影 都 
是 入 (0, 2,0), 也 就 是 说 , 方程 组 yy 一 2, #6 表示 过 (0, 5, 0) 
且 与 * 轴 平 行 的 直线 . 

f 例 5]】 求 到 两 个 互相 垂直 的 平面 有 相等 距离 的 点 的 轨 
迹 方 程 ， 

解 ， 仿 照 平面 解析 所 何 里 点 的 轨迹 问题 的 解 潜 ， 首 先 建 
并 相应 的 坐标 系 . 我 们 以 已 知 的 两 个 平面 作为 gx 面 和 zw 面 ， 
再 作 一 个 平面 和 它们 的 交 线 z 轴 祖 垂直， 这 就 形成 一 个 直角 
坐标 系 ， 设 了 (zx, yz) 为 轨迹 上 的 任意 一 点 , 则 它 到 wz 而 各 
zs 面 的 距离 分 别 是 |w| 和 |yl|， 由 假设 条 件 ，|z| =1y| 或 考 
2 一 士 y。 这 就 是 所 求 的 轨迹 方 称 ， 至 于 它 的 形状 ， 后 面 再 讨 
论 . 

{ 例 6】 求 到 定 直线 有 定 距离 的 点 的 轨迹 方程 ， 

解 ， 以 定 直 线 为 轴 , 在 它 上 上面 任 取 一 点 为 原点 , 作 2 办 
和 2 辅 面 建立 直角 堂 标 系 . 设 了 (zw, g, 2) 为 轨迹 上 任意 一 点 ， 
由 定理 1 可知， 它 到 > 轴 的 距离 是 VW+、 根 据 假设 
M0 =K(h 是 常数 ), 两 端 平 方 得 

v2 

这 就 是 所 求 移 轨 迹 方 程 。 至 耻 它 的 形状 , 后 面 册 讨论 ， 

【 例 中 设 一 定 直 线 和 一 定 平 面相 垂直 ， 求 到 这 直线 和 


平面 有 相等 距离 的 点 的 轨迹 方程 ， 
解 ， 以 定 直 线程 定 平面 分 别 作 为 2 轴 和 2 面 , 交点 为 原 
点 ,， 肯 在 zy 商 内 作 了 二 轴 和 4 轴 而 建立 直角 举 标 系 ， 设 上 人 z， 
y, 2 为 轨迹 上 任意 一 点 , 则 它 到 2 轴 的 距离 是 M 屯 十 灵 ， 它 
到 zy 面 的 距离 是 |z|， 出 假设: 这 十 巡 一 |z|, 两 端 平方 得 
02 十 2 22 


这 就 是 所 求 的 轨迹 方程 ， 至 于 它 的 形状 , 后 面 青 讨 论 ， 


习 题 1.1 
1， 说 明 图 中 的 直 江 商 角 绸 一 个 是 右手 系 ? 
Ej bi 
他 
y 
0 之 Es 
2 
第 1 题 图 


2， 作 出 点 4t1, 1, 2)、B( 一 4, 3, 2) 和 (一 6, 一 1, 3)， 

3 已 知 点 有 4C 一 3, 2 ]) 和 百人 一 3 0， 分别 求 它们 在 三 个 坐标 窗 
和 三 条 举 标 轴 上 的 射影 的 淮 标 ， 

4， 鹤 求 (一 3, 2， 一 1) 关于 三 个 坐标 面 、 三 条 伐 标 辕 以 及 原点 的 对 称 


点 的 坐标 . 
5. 说 明 下 列 各 点 住 哪 -个 汰 限 4 

(1) (—1, 2, VM 3); (2) (sin qs cosS qe, tp-3 =). 
6. 坐标 适合 下 列 条 件 的 点 在 哪 几 个 封 限 内 ? 

(TD) YY 一 2 一 个 : (2) 2 十 2 一 0; (3) 2 一世 一 0， 

(4) zs 十 2 一 0; (5) 2 一 4 一 小 《6) zt+y=0, 


7， 有 个 房间 长 5 米 (从 前 到 后 )， 宽 业 米 (从 在 到 右 )， 高 3 米 ( 从 下 到 


一 - 1 与 一 


16. 


11. 


"15, 


上 ), 如 果 以 我 们 面 对 的 墙 面 为 前 墙 夯 , 连同 左 增 面 和 地 面 为 坐标 
闸 而 建立 直角 坐标 系 , 求 这 房间 内 下 列 各 点 的 誉 标 : (了 9D 前 、 石 ,下 
角 ; (前 , 右 、 上 衣 ; (3) 后 , 左 、 下 和 角 ; (名 前 、 左 、 上 角 ; (8) 后 、 右 、 下 
角 ; (人 后、 右 、 上 和 角 ; 《7) 前 墙 面 中心 ; (8) 左 墙 面 中 心 ;《 钨 地面 中 
心 ; 0) 房 顶 面 中 心 . 


， 设 一 个 正四 楼 锥 必 -…PPaPaPs 底面 的 四 个 顶点 Pl,， 了 Pa, 了 Pe, 记分 


别 在 十 z 轴 ， 一 T 胃 , 十 9 轴 , 一 y 轴 上 ,其 高 为 hh 底 楼 长 为 4， 求 
各 顶点 的 坐标 ， 


”说 朋 下 列 方程 各 形 示 什么 图 形 ? 


(1) y=0; (3) 2==0; 

(3) zy 一 5 (5 二 0, 证 常数 ); (4) 8 二 c Cc 二 0, 是 常数 )、 
说 明 下 列 方 程 组 各 家 示 什 么 图 形 ? 
(1) 2=z=0; (2) z=y=0; 

(3) yg=:0; 2 二 Cc (68 冯 0, c 关 0, 是 常数 ); 

{4) 3=c, 2 一 4 {Cc 半 0, Qa 六 0, 是 常数 ). 


说 明 下 列 不 等 式 或 不 等 式 组 所 表示 的 图 形 。 
(1) 0O<y<b; (2) Oy<Db; 
(383) 0<e<e， (4) O<s<&0; 


(5) UU<r<a, O<y<b, 0D<2<e; 
(6) Oarea, OYyED, OsEe 
《aq b,c 是 正常 数 )， 


， 求 到 商 个 互 硼 简直 的 平面 的 距离 之 比 是 常数 的 点 的 轨迹 方程 - 
.已 知 一 条 定 直 线 重 直 于 一 个 定 平 面 , 求 到 定 直线 和 定 平面 的 距离 


之 比 是 常数 的 点 的 轨迹 方程 . 


- (DD 如 果 一 条 直线 和 xy 面 平行 , 则 这 条 直线 上 的 点 的 坐标 有 什么 


等 征 ? (2) 如 果 和 轴 平 行 , 则 又 怎样 9 

已 知 两 点 Pi(x1s Yi 1) 和 PolxXe,， Yo 22)， 

(了 如 果 马 和 zy 而 平行 , 求 这 两 点 间距 离 ; (3) 如果 总 Ba 和 y 
轴 平 行 , 求 这 两 点 间距 离 . 

[提示 : (3) 过 请 和 Pa 作 平面 与 :2 面 平 行 且 交 2 轴 于 已 和 Rs, 
则 PPa = | fF! .1 
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第 二 节 ”两 点 间 的 距离 


写 ":1 两 点 间 的 距离 


丁点 净 的 距离 是 几何 中 最 基本 的 概念 之 一 、 利 用 它 本 以 
研究 萎 形 的 许多 性 质 ， 在 平面 解析 几何 里 ,我 们 已 经 学 习 过 
两 点 闻 的 距离 公式 , 它 是 由 勾 股 定理 推出 来 的 . 

在 空间 , 利用 勾 股 定理 可 以 推出 “长 方 体 一 条 对 角 线 的 平 
方 等 于 它 的 长 、 宽 和 高 的 平方 和 ”为 了 方便 ,首先 推出 一 点 
了 了 (zy, 2) 和 原点 间 的 距离 公式 ， 然 后 利明 平移 公式 再 推出 
Pi(x, Yi, 21) 和 Po (we, yo, 22) 两 点 间 的 距离 公式 . 

在 图 4-8 的 坐标 长 方 体 中 ， 它 的 三 条 惧 的 长 度 分 别 是 
IO4 -x', 108! 一 ;yl 和 100| = ;zj, OP 是 它 的 一 条 对 角 
线 , 于 是 

OP -DO42-HOB8TOC2 二 十 入 
也 就 是 
OP Tt (1) 
如 果 以 雇 (zw 妇 ，z0 为 新 应 点 ， 作 坐标 系 的 平移 ， 则 得 
坐标 变换 公式 
t=, Y= TY, 2=¢ + (2) 
这 里 (vy, 二 和 (w'， 久 ,2) 分 别 表示 同一 点 在 旧 系 和 新 系 下 
的 坐标 于 是 Patzz，Wyo，%a) 音 新 系 卡 的 坐标 是 (x 一 2%， Ya 
一 1， 29 一 如 )， 利 用 公式 纺 ) 邵 得 
[PPs| — V(r2—w)+ (Yo —y) + (za—z1)3, (9) 
综 上 所 述 , 则 得 
定理 1 空间 一 点 也, y, 人 和 原点 闯 约 中 高 是 


[OP| = Vw + +i; 
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空间 两 点 (el 人 1 z1) 和 Ps; 《22， 2, 22) 闻 的 距离 是 
[PiPsl = Vm mT (yo YT Go)?. 

【 例 1】 试 证 点 革 ( 一 8， 一 38， 一 引 、B(5， 一 1， 一 1)、 
CC 一 二 5， 一 和 D(C 一 4， 一 1,，5) 十 一 个 正四 面体 的 四 个 顶 
点 , 匡 这 四 面体 的 中 心 在 原点 ， 

【证 】 根据 公式 (8), 得 

14B|= ~vV(B+3)+(—1+8) + (i+ = 632. 
同样 , 其 它 两 点 闻 的 距离 均 是 6M 2， 即 

[4Bi= [40|=|14D|=|B0O|=|BDI=|0D| =6V2. 
这 说 明 四 点 4、B、C 和 口中 每 三 个 点 都 作成 一 个 正三 角形 ， 
这 样 的 正三 角形 共有 四 个 。 但 平面 内 的 四 个 点 不 可 能 作成 四 
个 正三 角形 , 故 这 四 点 必 是 一 个 正四 面体 的 四 个 项 点。 又 由 
公式 (得 
i04d|=10B8!=|00|-10D|=8vV3. 

押 以 这 四 点 都 和 原点 等 距 ， 也 就 是 说 ， 原 点 是 这 个 四 而 的 中 
心 .] 

【 例 2] 已 知 两 点 Pi (al， 让 ，9) 利 Po (wa, ys，z2)， 作 

d= A/ (2s — £1) 《gs WY) + (9 —%1)? 

和 i= ~ (Za- “Ww1) 十 (va — V1) 

(I 说明 和 的 几何 意义 ; 

(2) 证 明 4 之 di， 并 说 明 这 个 不 等 式 的 几何 意义 ， 

K 解 及 证 】 (1) 4 表示 Pi 和 Ps 两 点 闻 的 上 距离 .又 Ps 
和 Ps 在 zy 面 上 的 射影 是 Wit 的 ， 0) 积 akca， ys， 0), 于 
是 


d= [NiNs| = ~ (vo— 21) + (ys — yn). 
(2) 由 于 (sa 一 鸭 )s>0， 故 得 
《ga 一 01)2 .|- (ya - -oa)2 十 (g0- ~21) 2 {2a — 01) + (Ya— Y1)?, 


一 8 -一 


将 上 式 两 端 开 方 并 取 算 术 根 , 即 得 4 家 

这 不 等 式 说 明 空 间 两 点 闻 的 距离 不 小 于 它们 在 wy 面 上 
射影 闻 的 距离 。 当 如 Pa 与 zy 面 平 行 时 ， 则 所 =z2， 从 而 得 
C = ca 


全 ' 包 ”简单 轨迹 问题 


【 例 3] 求 到 两 个 定点 距离 相等 的 点 的 轨迹 方程 

解 : 以 两 定点 4 和 4!' 所 成 的 线段 4'4 的 中 点 为 原点 ， 
两 点 所 在 的 直线 为 和 轴 , 再 作 9 轴 和 > 轴 来 建立 直角 坐标 系 . 
于 是 有 4(c, 0 0) 积 4'( 一 &, 0, 0) (其 中 a#0)， 设 了 (%， 
y, 劝 为 遍 迹 上 的 任意 一 点 ， 由 假设 条 件 | 了 4 =jP4'j, 利用 
公式 43) 可 以 推出 

Vv) TY wm) 二， 

平方 化 简 得 4ar ~—0, 
由 于 e 关 0， 故 有 2=0， 此 方程 表示 gs 面 怡 好 是 线段 4'4 的 
重 直 平分 面 ， 这 与 立体 几何 里 到 线段 两 端 等 距离 的 点 的 轨迹 
是 它 的 重 直 平分 面 这 一 结果 相符 合 . 

【 例 科 求 到 定点 的 距离 为 定数 的 点 的 轨迹 方程 . 

解 ， 以 定点 为 原点 建立 直角 坐标 系 ， 设 Pl%, gy, 分 为 轨 
迹 上 的 任意 一 点 .由 假设 条 件 1OP| = 下 未 是 常数 )， 利 用 公式 
(4), 可 以 推出 


NA 十 9 十 22 二 到 
平方 得 人 
这 就 是 所 求 的 轨迹 方程 , 以 后 将 讨论 它 的 形状 。 
习 题 1: 它 
1. 求证 4 一 3 2, 一 让 ，(2, 2, ~- 和 和 《--3, 6, 一 2) 是 一 个 等 腰 三 角 
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形 的 三 个 顶点 . 


所 


.求证 (1, 3, 3)，(3, 4, 5 和 (2 4, 3) 是 一 个 直角 三 角形 的 三 个 项 


点 


. 求 到 点 (0, 4 0 《0 2 0 《1 0 0) 和 (0, 0, 乞 等 距离 的 点 的 华 


和 
标 ， 


. 已 知 A4BD 的 三 个 顶点 的 坐标 ， 利 用 距离 公式 判定 它 是 哪 种 三 


角形 ? 

(1) AC?, 3, 4)、 BO, 0, 6B) 和 OC4, 5, —2); 

《23) ACO, 0, OW BU, 1, 1) 和 CC—1, 2, 1); 

《3) 42, [, 4)、 BC3, —1, 2) 和 C5, 0, 0), 

【提示 ; 内 余弦 定理 ， 4 是 锐 、 直 或 鲁 和 角 合 2 小子、 等 于 或 大 于 
二 2 十 中 ] 


”求证 (3, 7, 2), (4, 3 1 人 3) 和 (2, 2, 2) 是 一 个 平行 四 边 形 


的 四 个 顶点. 


求证 (6,， 一 6, 0), (3, 一 4, 49,《3,， 一 9, 2) 和 (一 1, 一 7, 6) 是 一 个 


次 形 的 四 个 顶点 ， 


. 求证 四 点 C1, --1， 一 工 )， 一]， ly —1), «= 二 二 1) 和 


(1,， 1, 是 一 个 正四 面体 的 四 个 顶点， 且 这 四 面体 的 中 心 在 原 
点 


. 求 到 两 个 定点 的 距离 的 平方 和 是 一 个 常数 的 点 的 轨迹 ， 当 平方 差 


是 常数 时 , 又 是 怎 逢 ? 分 别 用 方程 表示 ， 


10， 已 知 一 条 直线 上 的 三 个 定点 4 吾 .C。， 又 知己 是 这 杂 直 线 上 的 任 


意 一 点 , 试 江 

PA?.BC+PB?.CA4-PC?.AB= 常数. 
这 里 了 4、BC 等 都 是 表示 有 向 线段 的 县 数 ， 
[提示 : FJ 定 直 线 为 x 轴 建 立 坐标 系 , 则 可 设 Ala, 0, 0), B(b, 0, 
0), CCe, 0, 0), 这 里 4,56, ¢c 都 是 常数 ， 江 直线 上 的 任 一 点 可 设 
为 Pw, 0, 0)， 这 里 所 要 证 的 结果 为 常数 ， 是 指 不 含 互 点 的 举 
标 . ] | 
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第 三 节 ”空间 方 岛 的 确定 


SS'1 用 庄 钱 表示 方向 

当 我 们 观察 空间 区 -~ 个 旦 的 物 时 , 首先 , 观察 者 的 眼 峙 和 
及 前 物 必 形成 一 条 二 乾 ， 如果 以 眼睛 作为 下 
点 ， 则 此 直线 就 分 成 西 条 射线 {! 汪 直线 )， 我 
们 第 用 售 肖 月 的 物 的 刺 条 射线 表示 上 则 的 特 关 
于 观察 者 的 方向 (图 1-14)， 故 在 空间 几何 
里 已 知 4 一 两 点 , 则 以 4 为 起 点 作 射 弘 , 就 
出 射线 4 忆 表 了 示 卫 点 关于 4 点 的 方向 在 。 图 -14 
一 个 坐标 系 Owys 中 有 一 个 现成 的 原点 可 作为 起 点 , 于 是 联 原 
所 并 任 党 一 点 了 所 成 的 峙 线 OP 就 天 示 卫 点 关于 点 的 方 
向 , 得 称 为 卫 点 的 方向 . 

平面 内 一 点 关于 妇 一 点 的 方向 巴 可 以 用 射线 来 表示， 


银 栈 


S: 乙 方向 余弦 


在 平面 解析 几何 里 ， 我 们 研究 射线 是 利用 了 射 角 和 射 率 
(与 y 轴 平行 的 射线 无 斜率 ), 但 在 空间 解析 艺 何 里 , 则 不 能 利 
几 完 全 类 似 的 方法 ， 因 而 需要 引进 靳 的 ms 


以 念 . 有 
首先 ， 我 们 规定 空间 两 条 异 面 射线 i 

和 三 的 夹 角 (图 1-1 失 ， 通常 拒 -一 定 oe 

点 取 作 原点 ,分 别 作 与 九 、 甩 平行 县 疗 向 pp i 

的 射线 7 和 ms， 人 尖 为 ma 各 ms 琴 条 2 

丰 变 射线 间 的 交角 不 是 瞧 一 确定 的 ， 它 1_15 

的 角 族 可 以 是 g 也 可 以 是 2x 一 9.， 为 确切 起 见 ， 我 们 规定 


— £1 = 


0 一 90 一。 特别 是 当 两 条 射线 平行 时 ,根据 它们 同 网 或 反 回 ， 
我 们 规定 它们 的 六 和 分 别 此 0 或 下 综合 上 述 就 可 以 说 ， 空 
疝 两 条 盘 线 的 光 人 用 口 适 人 台 0<sl sr 于 是 就 以 相交 射线 向 
和 ?ns 间 的 交角 0<8<m) 作为 异 轩 射线 五 和 及 间 的 夹 角 . 
全 于 空间 两 条 相交 射线 的 交角 通常 也 以 过 原点 和 它们 平行 辐 
向 的 两 条 相交 射线 的 变 角 来 度 基 ， 

注意 ”空间 两 条 射线 的 炎 角 是 元 四 角 ， 它 不 分 正 角 各 负 

为 了 全 究 和 导线 , 我 们 引进 方向 第 和 方向 余弦 两 个 概念 ,加 
果 射 线 4B 和 三 条 坐标 轴 正 向 的 类 角 分 曾 是 & BY (0<a, 
B; 7 所 Tw)， 则 这 三 个 外 叫 做 射线 4B 的 方向 角 (图 1-16), 方 
向 角 的 余 惑 叫做 射线 的 方向 余弦 .以 后 有 时 也 用 入, 4、v 三 
个 数 来 表示 -- 条 射线 的 方向 余 艾 ， 现 1 
在 根据 射线 的 一 些 特 殊 位 置 来 讨论 它 
们 方向 余 疙 的 符号 . 

如 果 射 线 4B 所 在 的 直线 穿 过 zy 
平面 ,根据 它 的 方 回 向 上 或 向 下 , 则 有 
?7<90” 或 y>90?， 了 世 就 是 cosy>0 
或 cos Y <0. 

如 果 射 线 4 五 位 于 和 2 下 平行 1-18 
的 平面 肉 ， 型 了 =90 ， 也 就 是 cosy=0.， 再 根据 它 的 方向 商 
前 或 加 后 ， 则 有 w<90” 或 >90?， 也 就 是 cos w>0 蕊 cos a 
0. 

如 果 射 线 和 2 轴 平 行 , 则 6- Y=90°, 记 就 是 cos 8B 一 ensy 
一 0， 再 根 据 它 的 方向 和 % 轴 问 册 或 反 身 而 右 a=0° 或 180”， 
也 就 是 03 4 二 十 | 或 cos wx 一 一 二 

由 3.1 眉 已 经 知道 ， 空 间 一 点 的 方向 是 用 射线 来 表示， 


下 面 来 求 射 线 的 方向 你 驴 和 点 的 坐标 间 的 关系 ， 设 有 一 总 
Pig, y, 人 )， 作 射线 OP， 再 经 过 邓 作 与 三 从 标 交 平行 网 过 个 
平面 ， 分别 交 举 标 轴 于 4、 BO0, 则 O04-%, 0B~ OO=+ 
7 1-8)， 为 了 明白 易 懂 ， 我 们 过 > 轴 和 忆 点 作 一 个 辅 肿 平 
面 ， 在 此 平面 内 作 3 贺 与 4 轴 相 垂直 阿 建 立 平 面 直角 坐标 翅 
Owy， 注 意 , 这 个 5 轴 与 gy 轴 是 不 相同 的 ， 在 图 1-17(@) 中 ,a 
是 锐角 , ( 丰 中 a 是 钝 角 , 出 三 角 公式 


COS a 10 


但 10P|l= 和 Nw 十 妨 十 如 ， 故 得 co0g a=w/ 和 vw 十 十 他 样 
可 推出 cog 6，cos yY， 从 而 得 
定理 1 设 有 一 点 司 (w, y, ), 则 射线 OP 的 方向 余弦 是 
[cog a — 2/ N+ 
cos 有 = 全 十 虹 填 姑 {1) 


Cog 了 二 /NV 十 信 二 2， 


y 
Pp 
0 2 
(oy (2). 
1-17 


推论 。 设 有 一 点 卫 ， 和 10P| 一 1， 则 射线 OP 的 方 问 侈 
强 就 分 别 古 已 药 三 个 坐标 . 
设 有 两 点 Pa，oi，24) 和 利己 (Xa，Ys，29)， 则 专 有 为 新 


原点 ， 利 用 第 二 节 公 式 (2) 可 知 Ps 在 新 系 下 的 上 坐标 是 
(za 一，Ya 一 和 一 为 )， 利 用 公式 人 可知: 射线 PiPs 关于 
新 系 的 方向 余 弱 其 
cos QO= Wo- or (zs 一 0)2 二 (oa 一 0)3 二 (ga 一 21)3 ， 
cos B= (ya — YN ~ (ta— da) s+ (ys 一 0 + (ga — 0), 
CO Y= (29—21) (oa 一 22 二 (gs 1) + 2021) 2 
(2) 
由 于 各 新 旧 华 标 轴 对 应 平行 ， 则 射 级 PP 关于 泊 条 的 
方向 余弦 仍 是 (2), 故 有 
定理 2 设 有 点 Pi(za Yi 2) 和 Pakeo， oo oa)， 则 射 
线 PiPs 的 方向 余弦 是 (2)， 
在 定理 荆 和 定理 2 中 如 果 将 ( 纺 或 (2) 中 三 式 平方 相 加 ， 
则 有 


oo0822% 十 c0g92 8B 十 cos3 YY 二 1. (3) 

于 十 得 到 

定理 8 任 一 射线 的 方向 余弦 的 平方 和 必 等 于 1 

这 个 定理 说 明 任 一 射线 的 方向 余 弱 中 的 三 个 数 不 是 独立 
的 , 它们 必须 适合 关系 式 (3). 

定理 3 的 逆 命 题 也 成 立 , 现在 证 明 如 下 ; 设 入 几 ”有 是 一 
个 三 元 数组 ,适合 关系 式 

和 十 1 十 12 一 十， 

于 是 取 一 点 &GX， 上 HA zz), 根据 公式 (1)， 射 线 O8 的 方向 余弦 


为 
cos@ = A/ MI N/M =A, 09 B= wt, oc08 y=, 
于 是 可 得 


定理 和 如 果 一 个 三 元 数组 中 三 个 数 的 平方 和 等 于 了 则 
它们 必 可 以 作为 一 条 射线 的 方向 余弦 . 


将 定理 3 和 定理 4 合并 电 来 , 可 以 说 ;一 个 三 元 数组 中 的 
三 个 数 , 可 以 作为 一 条 册 线 的 方向 余弦 的 亮 要 条 件 是 ; 它们 的 
平方 和 等 于 1. 


例如 ， (~ 这】+(… 人 ~ 这】+0- 1， 这 就 是 说 -2 

eR 
“| 2 A i 

B=185°, y: 90°. 2 ( 嘉 ) 汪 (~ 3) 十 -22 总 


一、 就 不 能 作为 一 条 射线 的 方向 余 纺 . 


【 例 二 ee 试 求 它 的 方 
阿 荐 ， 
解 ， 已 知 cosa=cos 有 -cogy， 朵 直人 公式 (3), 得 
3 cos?a 一 +， 了 到 cosa— 二 M3 
从 而 得 上 一 54"44 或 185°6'. 
这 就 是 说 : 三 个 方向 角 都 是 54"44' 或 188°6". 

站 例 2 在 三 条 尝 标 名 上 分 别 取 三 个 定点 4.B8、C, 且 04=a>0, 
QB=6>0, 00 二 C0>0, 试 求 人 4BC 的 而 种 ， 

艇 :利用 立体 所 和 何 三 下 线 定 理 ， 先 证 明 下 商 一 个 性 质 . “从 一 点 芭 
两 个 相交 平面 作乱 线 ， 则 它们 的 交角 等 于 两 个 平面 所 成 的 两 个 二 面 角 
让 的 一 个 .” 然 后 从 原点 到 公有 480 所 在 的 平 闸 w 作 恒 线 ， 且 设 乖 是 是 
D.， 假定 射线 0D 的 方向 角 是 4, B, ?。 显然 , 0 点 在 zy 面 上 的 射影 是 
QU、 于 是 A420 在 ry 而 上 的 身影 是 入 4BO， 根 据 上 甸 所 证 的 性 质 , ww 
与 zy 面 所 成 的 一 而 角 是 y。 青 由 三 角形 的 面积 与 它 的 射影 住 攻 所 形成 
的 三 角 龙 的 面积 的 关系 “ ,得 

”ff 注 要 图 形 的 肝 影 有 此 种 解释 ; 一 种 旦 指 几 何 形 , 另 一 种 是 指 岂 何 形 的 量 数 ， 
个 省 按 第 -- 种 解 群 ， 
f 注 2 由 中 学 立体 几何 我 们 订 以 证 明 ; 三 角形 在 一 个 平面 上 的 射影 所 成 三 角 


形 的 面积 等 于 原 三 角形 的 面积 与 这 两 个 三 角形 所 在 半 平 面 的 二 和 从 和 角 
的 余弦 的 乘积 ， 


台 .oua 一 念 .accosy， 即 总 四 一 Seupo'eosy。 


同 理 可 得 be—S agos, > Bo ed 
泉 叱 二 式 平 方 相 是 屿 , 舍 

立 Dod ee Asc)aKcos2w 二 cos 局 二 cos YE ， 
刊 用 公式 (3), 即 得 


S437 = VOT 2203。 


人 加 


全 :3 续 方 向 数 

如 果 一 条 射线 的 方向 余 臣 是 六 、HA 2 则 与 入 2 成 比 
例 的 三 个 数 &、9.6 电流 这 条 射线 所 在 直线 的 一 组 方向 数 . 这 
个 关系 可 用 下 次 三 个 形式 中 的 一 个 来 表示 ， 


一 入: (4) 
/N= b/w = o/s (5) 
wkh, b=Ew, C= ky. (8) 


这 里 六 是 不 等 于 零 的 数 ， 也 就 是 它们 的 公共 比值 ， 显 然 ，( 本 

式 是 以 比例 的 形式 来 表示 的 , 我 们 约定 ; 当 分 母 是 零 时 不 杰 理 

浑 为 “以 零 作 除数 ,而 应 理解 为 相对 应 的 分 子 是 零 . 例如 ; 
全 -全 -二 即 指 和 -0 笃 - 守 


D 1 ?2 下 人 2 

当 于 0, 0 0 不 能 作为 一 条 射线 的 方 疝 余弦 , 故 
A Lr 
DO OO 0 


站 没有 意义 的 ， 
下 面 的 年 垩 给 出 或 一 条 直线 的 方向 数 的 一 种 方法 。 
定理 6 设 有 一 点 已 (cz y, ), 则 卫 点 的 化 标 zy, > 就 
下 直 线 QP 的 一 组 方面 数 ， 


ti 一 攻 合 wt 


【证 】 由 公式 (了 可 知 , 射线 OP 的 方向 余弦 适合 关系 
vs/Coo— y/o B=2/608Y = |OPi., 
因此 举 标 32.g 和 2 就 是 直线 OP 的 一 组 方向 数 . 四 
定理 和 证 让 两 点 Flr yi 41) FR Pav, Ye, 20), 则 
人 a 一 VI、 Ya 一 了 种 i 和 一 为 就 是 直线 PiPs 的 一 组 方向 数 . 
这 定理 的 证 明 与 定理 5 相同 ,作为 习题 , 留待 读者 自 证 ， 
当 一 条 直 滨 的 方 何 数 已 知 时 ， 下 面 的 定理 指出 了 怎样 推 
求 它 所 决定 的 两 条 射线 的 方向 余 引 ， 
定理 7 如 滥 三 个 不 都 是 零 的 数 &、 8 、2 是 一 条 直线 的 
一 组 方向 数 , 则 它 可 以 关 定 两 组 方向 余 藻 ， 
Cosa~a/eEvVo ib, eosB=0/evVe th io 
co8Y-0/8MVO+h+c 《se 一 二 全， 
【证 】 由 公式 (6). 
=hkeoso, B= keogB8, c—kcogYy, 
现在 来 确定 公共 比值 将 此 三 式 平方 相 加 并 利用 公式 (8) 
可 得; 


《977 


a + 0 +o = Eoo08 gt eos B+ eos y) = 2, 
两 端 开 方 划 得 
kVo tb to. 

由 假设 十 如 十 0， 故 得 (7) 式 . 了 

现在 对 上 述 的 重 亚 结果 加 以 讨论 ， 以 任意 三 个 不 都 是 零 
的 数 %、8、¢ 作为 方 铅 数 ， 可 以 决定 两 条 射线 ， 在 公式 (7) 中 . 
刘 果 取 =1 则 这 条 射线 就 是 原点 和 己 (c，5，c) 折 成 的 射线 
OP; 如 果 取 ge 一 1 则 这 条 庙 线 就 是 原点 和 QC 一 0, 一 B, 一 6) 
所 成 的 射线 O08, PP 和 0@ 正 好 是 方向 相反 的 众 条 射线 . 

在 方向 数 &. 58.5 中 如 果 &%=0 即 cos m= 二 0， 则 这 条 直 继 
垂直 于 zx 轴 ; 同样 , 妨 果 8 一 0, 则 这 条 直线 物 直 于 gy 轴 ; 如 果 


一 27 一 


“一 0 则 这 条 直线 垂直 于 > 加， 

在 方向 数 &、5、o 中 ， 如 果 5=c=0， 则 这 条 直线 同时 垂 
直 于 y 轴 和 > 轴 ， 故 必 利 » 轴 平行 。 同 样 , 如 果 c=4 一 0,， 则 
这 条 直线 必 和 4 铀 平行 ; 站 果 4 一 0 一 0, 则 这 条 直线 必 和 % 轴 
平行 . 

【 例 3】 设 一 条 直线 的 方向 数 是 如 26，36 (开头 0)。 求 由 
它 所 决定 的 射线 的 方向 余 带 ， 

解 ， 出 于 MVM 可 十 (38)3 十 (38)”-- syA14, 由 公式 (7) 得 : 
cos @ 一 而 /8 了- MI4/e(14), cos B—2Mi14/e(14), 
cosy 一 8MI4/e(14， 式 趾 8= 土 1. 

这 个 结果 说 明了 : 不论 是 不 等 于 零 的 什么 数 , 射线 的 方向 余 
豆 都 是 这 两 组 中 的 一 组 , 局 时 也 说 明了 : 这 些 点 (%，2k，38) 都 
在 过 原点 的 一 条 直线 上 . 


习 题 1:3 


工 ， 求 证 一 条 射线 的 三 个 方向 角 m 8, 7 适合 关系 式 : 
(4) sin2a t+sin? 3sin?y=2; 
(2) cos? B+oos yl1; 
(3) tgattg B+tg y=tB?a'te?B.tg?y—2, 
[提示 . 都 化 成 余弦 函数 .] 
2. 已 知 两 点 PC(3, 3, 一 6) 和 8(3, 一 和 5)， 求 射线 OP、PO、P@ 的 
方向 余弦 . 
3。. 如 果 一 条 直线 的 方向 数 是 一 3， 一 5， 一 了 求 方向 祭 弦 . 
.如果 一 条 射线 的 两 个 方向 角 都 是 60°, 求 第 三 个 方向 角 . 
5. 在 下 列 三 元 数组 中 ,哪些 可 以 作为 一 条 射线 的 方向 余弦 9 


2 1 2 二 5 
GD 与， 可， 一 号 ; (2) 1 一 去 ,至 ; 


心 


a 
(3) 号 ， 5 5? (4) 二 


6. 在 下 列 角 所 成 的 三 元 组 中 ， 哪 些 可 以 作为 一 条 射线 的 方向 角 ? 
C1) 30°, 45°, 60°, (2) 30°, 90°, 120°; 
(83) 90°, 0°, 270°, (4) 90°, 185°, 45°, 
7, 如 时 射线 OP 和 窒 上 半 室 疝 内 ， 且 它 的 方向 着 ae 一 咎 ,8 一 物 "， 又 
OP 一 06. 试 求 忆 的 尝 标 和 方向 角 >， 
8. 求 十 人 轴 ，~z 轴 ， 十 y 困 ， 一 9 轴 ; 士 z 略 ， 一 轴 的 方向 余 纺 ， 
9。 如 果 一 条 射线 的 方向 余弦 适合 (1)cos y=c0sa=0; (2)co8B 一 0， 
则 它 的 位 置 怎样 ? 
10， 求 过 原点 位 各 灶 空 间 内 的 射线 (与 坐标 轴 不 平行 ) 的 方向 余 了 纺 
的 符号 . 
基 . 求 过 原点 位 于 各 卦 上限 内 的 射线 (与 坐标 轴 不 平行 ) 的 方向 余弦 的 
符号 ， 
“18。 如果 一 条 射线 的 方向 角 是 8, 29, 39. 求证 这 条 射线 必 位 平 三 个 
坐标 而 中 的 一 个 平面 内 . 
[提示 ; 用 和 差 化 积 公式 .] 


第 四 节 ”空间 两 方向 间 的 角度 


答 "1 两 条 射线 的 夹 角 


在 第 三 节 图 1~15 中 , 我 们 知道 : 两 条 异 面 射 线 玉 和 而 的 
夹 角 就 是 这 原点 和 它们 平行 且 同 向 的 射线 my 和 ms 的 交角 
20<0<r)， 因 为 nd 和 mms 可 以 分 别 由 它 上 面 的 两 点 Za 和 
了 与 原点 来 天 定 ， 因 而 也 可 以 说 , 86 是 Pi 和 Ps 所 定 的 两 个 
方向 癌 的 交角 ， 现在 就 来 推 求 9 的 计算 公式 ， 

设 五 竹刀 也 即 "na 和 和 ms 的 方向 余弦 分 别 是 Xa，Ai， 轩 和 
和 a，Ha， v2， 又 设 Pa Wi gD 和 Ps(zs, ya，za)， 昌 假定 

|0Pi| = p1, 10Ps| = ps, [PPs| =d. 
在 和信 0PiPs 中 ,利用 余弦 定理 ,就 有 
cos 0 = (pi+pi—d) /2pps, (A) 


— 29 一 


但 由 距离 公式 : 
一 史 十 叶 十 种 所 一 红 十 组 十 如 (B) 
d= (wa — 8)? Ya — Yt ea — 4) 3, 
又 出 第 三 节 公式 G， 得 


fT1 一 Pi 8 一 PIT， 好 一 11 (0) 
dy Pas, Y= pelta, tL9 一 站 2 
将 (QO 代入 (B), 窒 
pf oad? =—2p02 hiNg + Wil piv2) OD) 
将 (D) 代 入 (A&A), 得 
COS 0 = NN 十 Ka 十 V1iV9. {1) 


出 此 可 得 ， 
定理 1 设 两 答 射 线 的 方向 余 强 分 别 是 和 ,ji ?1 和 和 gs 
12， v2， 义 它 们 的 夹 角 是 8， 则 
COBH ANs 十 Js 十 Piz2。 
推论 
= ~ ra ~ Hap) + (pINs — VaAt) + (Nba — N61) 。 
(2) 
【证 】 出 第 三 节 公 式 (37 得 ; 
Miu yi M+ 二 +vi=1. 
于 是 
Sin?0 ~—1—008%0 (二 -上 D2) (2 十 1 十 23 
一 (ANs 二 Hi 十 PP 
= (av3 — Ha01) + (pihg 一 2aX12 
十 (Xia 一 入 ad) 
出 于 0<9<m, sing>0， 开 方 后 即 得 (2 式 . 了 
定理 2 设 有 两 点 Pi(oa，9， 轩 ) 利 Polwg，Wa， 29)， 又 英 
线 OPi 和 和 0Ps 的 交角 是 0， 则 


— 30 一 


099 | YYo 十 22 加 C8) 

媒 十 角 二 内 MY 虹 十 咀 十 经 
【证 】 将 前 而 (也 ) 中 的 pi 和 ps 代入 (QC) 式 ， 再 推 求 和， 

Ky D1 ho， Ka pa 将 所 得 的 值 代入 (四 式 , 即 得 出 (3) 式 . 


CGS f =- 


推论 
sin 及 一 AAA (W172 Ya 21 本 和 一 ga21 十 zaga 一 zago) 
ai 多 十 等 A 碟 十 钴 十 入 
(4) 
【证 】 
sin ~ MTom BY1— CE 
(0 十 必 十 53 (a3 十 月 十 ZE 7 


通 分 配方 即 得 证 ， 
如 果 已 知 两 条 直线 的 方向 数 是 ca，5，ci 和 ca，2s，ca， 则 
它们 的 方 自 余弦 将 是 : 
Xi 一 01,81 /ai 十 了 六 ， M4= Bb/ 81M + 
D1=C 61 Na+ 0 Mo= af/ Bg Vd Ue, (EY 
La = Oaf es ai ed, va— C9 Ea G+ O03 + ol 
( 式 中 81 一 土 1，g8s 一 土 1). 


由 于 一 组 方向 数 决定 酚 条 方向 相反 的 基线 ， 
故 所 决定 的 射线 共有 四 条 ， 它 们 形成 两 个 互 | 


补 的 交角 86 和 各 rm 一 9 (图 1-18). 而 这 两 个 角 
的 余 强 是 等 值 反 号 的 ， 将 (了 代入 ( 队 式 即 可 
推出 : 

定理 8 以 妨 , 61 和 wa，b8s，0s 为 方 
向 数 的 两 条 宜 线 所 成 的 -个 交角 是 9,， 则 有 图 1-18 


CdGa :0169+ 1C3 
-= 一 2 
evoit oO 十 他 。 “Vado2+o2 S )， (5) 


且 根 据 68 是 锐角 或 钝 角 以 定 s 的 值 . 


m0! 


COS 日 一 


sin f= 《dc 一 六 9C1)2 -上 {G19 一 Cao24) 2 二 《Qtva 
a3- 60i+ 6 ai 62 二 02 


-ay 


人 ' 书 两 条 射线 寿 真 的 充 阳 条件 


定理 和 设 两 条 射线 的 方向 余 效 分 别 是 MX， Ha 三 和 和， 
mA，za， 则 它们 垂直 的 充 要 条 件 是 

和 4A3 十 MKdL3 十 Pdpa 一 候 . 《7) 

【证 】 由 于 两 条 射线 焉 让 ， 故 0 可， 又 0<0<m 故 得 


cos 8 一 0 代入 公式 (人 即 得 (7). 3 
定理 5 以 41，51，601 刹 | 4g2，Bs, cs 为 方向 数 的 两 条 直线 
垂直 前 充 要 条 件 是 
Qi 1- b1b2+ 0162 = D0. (8) 
证 明 与 定理 和 4 完全 相同 ,作为 习题 留 给 读者 自 证 . 
推论 。 设 有 两 点 有 (oa， 扩 25) 和 Po (zo，ya，z2)， 则 射线 
OP 和 OP 刁 直 的 充 要 条 件 是 
wiTo y+ zt — 0, (9) 
这 可 由 第 三 节 定 理 5 直接 推出 ， 


生 * 人 ”两 条 射线 平行 的 充 要 条 件 


我 们 知道 , 如果 两 条 射线 平行 同 向 , 则 它们 的 对 应 方向 角 
必 相 辣 , 对 应 方向 余弦 必 相 等 ; 如 果 平 行 反 向 , 则 它们 的 对 应 
方向 角 互 补 , 对 应 方向 余弦 是 等 值 反 号 , 反之 也 成 立 ， 如 在 图 
1-19 中 ，4 和 CD 平行 反 向 ， 且 第 一 个 方向 角 分 别 是 a 和 
一 %， 于 是 对 应 的 方向 余弦 分 别 是 eos m 利 一 cos a， 它 们 等 
值 反 导 ， 基 它 两 个 也 可 装 样 作出 ， 于 是 即 有 ， 


Be 


定理 6 两 条 射线 平行 i 县 同 向 的 充 权 条 件 是 对 应 的 方 河 


余 疙 相等 ;平行 且 反 旬 的 充 要 条 gs 
件 是 对 应 的 方 问 余 划 等 值 反 号 . 2 
定理 7 以 ai，2，cl 和 cos， 
ps，c2 为 方 癌 数 的 两 条 直线 平行 “ 入 
的 充 要 条 件 是 7 
Cafes= /ba=e1/0s, (10) 图 1-19 


【 讲 ] 14. 必要 条 件 ”两 条 直线 平行 同 向 或 平行 反 向 .由 
定理 6 可知: 它们 的 方 血 余弦 入， v1 和 ha, Kz, za 必 适 合 
和 一 5X2，H01 一 EL3，BT=: Eva 《5 一 土 二 )、 3 
利用 第 三 节 (7), 得 
MN—a/evaltBto (er= +1); 
和 2 = ca/ ea Vat dts 《ss 一 士 工 ， 
于 是 由 (本 中 第 一 式 , 得 
/81Vai+ bi+or = saa/89 /地 十 中 十 0 
即 有 ay/qs= ser\V 呈 十 开 十 虹 /6a Vad-03+o. 
同 理 可 推 得 . 
b1/0a= 0607/69 = g81/ 2+ b+ 0 /ss Mad + ote, 
从 而 推 得 (10) 式 . 
2. 充分 条 件 设 人 40) 式 成 立 , 且 设 公共 比值 是 则 
GT Kos, by— kby, Ci = kos,. (GQ) 
从 而 ; | 
alt?+ol = ME (a b+o) = eps\/ad+ dtor. 
当 包 为 正 数 于 ,8 一 十 I; 湖 训 为 负数 时 ,8 二 一 4， 于 是 
EF=ar 10 to /eva to os 
海天 代入 (cb , 即 得 
ea/ 十 下 十 信 ~a/e Voi hs, 


bi/ Na toto = b/s vad Dro 
C/V aI dT +or 一 oa/s Mot oto 
其 得 
Ad 一 EAz, Iti™ ES1a，32 一 ES23。 
故 知 这 两 条 直线 平行 ，3 

【 例 1i 设 有 三 个 点 P(1,2,8), @(2,2,2), R(3,4, Dy. 

(1) 求 射线 OP 和 QB 的 夹 角 . 

(2) 如 果 它 们 垂直 , 则 的 值 是 什么 ? 

(3) 如 果 它 们 平行 , 则 的 值 是 什么 ? 

解 ， 由 第 三 节 公式 (了 ) 知 ; OP 的 方向 余弦 是 17w5 填 三 ， 
2/V5 十 如 ，h/M5 十 如， 由 第 三 节 公 式 (2) 知 | 8R 的 方向 余 
弦 是 1/V14, 2/ Vi4, 3/vVI14. 

(I) 由 本 节 公 式 (1) 可 得 
1x1r2x2+3xE _ 5 十 38 

/TI 十 7 ^/ 了 65 十 看) 
6+ 8 
meroon (TY) 
(2) 如 果 OP 和 忆 B 对 直 , 则 由 本 节 公 式 (7), 有 
(B67 36) /VI4(B+ HY) =0, 


从 而 得 5- -号 . 


《3) 如 果 OP 与 QR 平行 同 向 , 则 由 定理 6, 可 得 
1/MVB+B =1/Vi4, 
2/MV5+F =—2/v1d, 
kf/VB+h 3/14. 
这 是 三 个 以 到 为 未 知 数 的 方程 , 它们 的 公 解 *=3 即 为 所 求 . 
又 射线 OP 与 人 @R 平 行 反 向 时 , 则 有 
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pos 日 一 


1/~Et = —1/Mi4, 
2/vV3+8 = —2/vV14, 
F/M Eth = —3/M1l4, 
此 三 个 方程 没有 公 解 , 故 天 值 不 存在 ， 
【 例 2】 求证 42, 3, 0)、B(4, 5, 一 四 ,CQ(3, 7, 1) 和 
DO, 5, 2) 是 一 个 正方 形 的 顶点 ， 
【证 】 由 第 三 节 定 理 6, 得 4B, BC, CD, D4 的 一 组 方 
向 数 分 别 是 2， 2， —1; 二 ， 2, 2; 一 2; 一 2， 1; 十 14， = 一 2。 
由 于 4B 和 0OD 以 及 BO 和 D4 的 对 应 方向 数 成 比例 ， 电 本 
节 定 理 7 可知. 4BACD，BOAED4.， 因此 4BOD 是 平行 四 
边 形 。 又 4B 和 BOC 的 对 应 方向 数 乘 积 之 和 是 零 ， 由 本 节 定 
理 5 可 知 作 B 是 直角 . 因此 48CD 是 矩形 . 又 |4B| = |B0| 
一 3， 故 知 4BOD 是 正方 形 . 1 
*[ 例 3] 已 知 一 个 长 方 体 推 求 四 条 对 角 线 中 每 两 条 的 夹 
角 。 
解 ， 从 过 底面 一 个 顶点 的 三 条 楼 所 存 的 吉 线 为 坐标 轴 ， 侧 建立 坐 
标 系 (如 图 1-8)， 于 是 已 知 长 方 体 就 是 这 个 坐标 系 的 举 宗 长 方 体 . 很 
设 长 方 体 的 三 如 核 的 长 度 分 别 是 |04| =a, 108| =b, 12C1 一 c 于 是 就 
可 以 写 出 它 的 八 个 顶点 的 坐标 
O00, 0, 0), Pla, b, 0), Ata, 0, 0), B(O, b, 0), O00, 0, ), 
LC0, b, ce), Mla, 0, ©), N(a, D 0). 
OP、AK、BNY、CN 的 一 组 方向 数 分 剧 是 49、b、t; 4、 一 6、 一 6; 一 4、 
5b、 6; 一 4、 b,c， 今 以 0 37 表示 0P，AL 所 夹 的 锐角 ,于 是 由 
公式 (5) ,得 
cos (OP, AD) = {tab /ta th +e!. 
即 OF ZL arceosh, 这 里 如 二 | (a 一 2 一 c/a2+02 十 029) |， 市 是 
0 <are cos Kt < 忆 : 同样 , 可 以 推出 
~ ~ 
QP, BH~=arcoosty, OP, CN arccos ks, 


— 3858 一 


Pi ~ ~ 
BM, ON=atccosks, CON, AL=arccosfko, AL, BM=arcdos ka 
这 里 | 一 /tt |, ke= | (db)/ (+b 


十 中 上 0O<arc eosh, arecos ks m/s, 


"7 


*T0 


习 题 1 4 


. 已 知 以 V2, 一 1, 1 和 1i, YY 53， 一 1 为 方向 数 的 两 条 直线 ， 求 它 


们 的 灾 角 . 


。 求证 : (TD 一 6， 3, 2), (3, 一 2， 4), (5, 了， 3) 和 (13, 17, —1) 


是 一 个 梯形 的 四 个 顶点 ; (2) (C3, 了 ， 2)， (4， 3, 1), (b 6, 3) 和 
(2, 2, 2) 是 一 个 平行 四 边 形 的 四 个 顶点 ， 


- 已 知 以 1, 1, 0 和 0 也 一 工 为 方向 数 的 两 条 直线 六 和?， 求 一 条 


直线 的 一 组 方向 数 ,使 它 和 如 垂直 且 和 的 一 个 夹 角 是 30”. 


。 已 知 三 个 点 AC, 3, 5), BI~1, 3, 22 和 | G3, 5， 一 2 利用 方向 


教 先 证 明 它 们 的 联 线形 成 一 个 三 角形 , 葛 求 它 的 内 角 . 


外 利用 方向 数 证 阴 四 个 点 (3， 2, 4)， (4, 5, 2), (5, 8, 0) 和 C2， = 


6 共 线 ， | 

， 求证 以 C0, 0, 0), (1, 1 0), (0, 1， 一 和 (1 0, 一 1) 为 顶点 的 四 
面体 的 对 核 相互 垂直 ， 
求证 过 原点 而 且 方 向 数 分 别 是 2 一 1, 5; 3, 2, 一 4; 7,，0, 6， 
的 三 条 直线 必 共 面 . 


[提示 : 利用 方向 数 证 明 这 三 条 直线 都 和 某 条 定 射 线 垂直 .] 


求证 方向 数 为 3 1, 2; 5, 一生 3; 1, 6, 工 的 三 条 直线 都 和 一 个 定 


平面 平行 . 


” 求 一 个 立方 体 的 两 条 对 角 线 的 夹 角 。 


[提示 : 仿照 例 4 建 立 ~- 个 坐标 系 .] 
如 果 一 条 射线 和 一 个 立方 体 的 四 条 对 角 线 的 夹 角 是 2, 9s, 9 和 
2.， 求 证 : 
9308301 十 cos?02 十 e03303 十 cos3 0 一 常数 ， 
[提示 ; 建立 适当 的 坐标 系 ， 如 果 射 线 的 方向 余弦 是 和 pp, v， 则 


二 
妆 eos?g, 将 不 念 ppv] 


总 一 


第 五 节 ”至 间 线 段 的 定 比分 所 
瑟 .1 线段 分 比 和 分 点 的 对 应 关系 


在 平面 解析 儿 何 里 ， 我 们 已 经 讨论 过 平面 内 线段 的 定 比 
分 点 ， 现 在 将 匡 推 广 到 空间 来 讨论 . 

设 Pi 和 了 是 空间 的 此 个 点 ,， 卫 点 内 分 或 外 分 有 向 线 段 
已 已 和 局， 这 两 个 线段 的 基数 比 电 做 分 比 , 记 作 和 ， 妈 

入 一 PP/PP,. (1) 

过 户 , Ps 和 卫 作 三 个 坐标 面 的 平行 平面 ， 分 别 交 三 个 
坐标 轴 寺 41， Bi,，O4; 43，Bs, Os 和 4，B, OC。 与 平面 解 术 
几何 完全 一 样 , 我 们 根据 和 的 各 种 数值 就 可 以 讨论 全 ， 了 Ps 和 
了 的 相应 位 置 . 留 作 习 题 , 读者 试 自行 补 上 . 

特别 值得 注意 的 是 : 和 = 工时 , 了 是 PiPs 的 中 点 , 反 过 来 
也 成 立 . 和 = 一 1 时 , 则 过 不 存在 ， 


亏 ' 代 ” 定 比 分 点 的 坐标 


已 知 两 点 Pizza，3， 的 )， 了 Pa(za，ga，za) 和 分 点 人 (6，Yy， 
2 且 知 分 比 和 ， 于 是 ; 
OA1=z1, OB = yy ee 
OAs= 2, OBy=—y2, OO0g 一 2 
DA=2z, OB=y, OC=z. 
出 于 三 个 半 行 平面 被 两 条 直线 截 成 比例 线 眉 , 故 有 
A1d/Ads= PiP/PP;,=…7, 


但 A = 一 wj, 半 As= Ga 一 隐 ， 
所 以 有 《Z 一 0) (wa—%) 一 和， 
即 完 一 《ca 十 MT2)/ (1 + 和) 
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同 理 可 得 
y= (Yit+ ys) / (LNA), = 21 二 hz2) / (i 二). 
于 是 有 
定理 1 已 知 两 点 Pi(za， 力 ，2)，Pa (za， Ya 2) 和 分 点 
Plz 9 ?2)， 又 知 分 比 是 入 (A 关 一 了 DD)， 则 
w= {wi1+ATe)/ {1+ A), 
史 (yit Nya)/ (LN), (2) 
名 = C21) (1 二 A 和) 。 
推论 Bibs 的 中 点 举 标 是 
(vit wa) /2, (Vit Ya) /2, 《zz 22) /2). (3) 
[ 例 1】 求 以 1:8 内 分 或 外 分 两 点 Pi(2， 一 3，14) 和 
Pa(3, 4， 一 5) 所 成 线段 的 分 点 及 中 点 的 愉 标 、 
解 : 将 和 =1/3 代入 公式 (2)， 即 得 内 分 点 (9/4， 一 65/4， 
一 1/2); 将 入 = 一 1/3 代入 公式 (2), 即 得 外 分 点 C8/2, 一 1372， 
当 、 另 由 公式 (3), 得 中 点 (5/2,， 
1/2, ~--2)., 
【[ 例 2] 已 知 一 个 四 面体 ， 
二 求证 每 个 顶点 和 对 面 三 角形 
的 重心 所 联 成 的 线段 共 点 (此 点 
册 四 面体 的 重心 ), 且 此 点 分 每 个 3 
线 眉 成 3: 忆 《2) 对 棱 中 点 所 作 的 线段 互相 平分 于 一 点 ， 此 点 
最 四 面体 的 重心 . 
【证 】 设 四 面体 的 四 个 顶点 是 A, (wy ,87) (7 一 1, 2， 
3, 4). 
(1) 设 ee AAdidads, 入 414:A44， 入 L144s4As 的 
重心 分 别 是 41, 45, 43, 44， 在 图 1-20 中 ， 作 4243dd4 的 重心 
是 4:. 又 4s4. 的 中 点 及 ;的 坐标 是 (Cts 十 2s) 12, (Ya 二 Wa /2, 


(zs 二 zy] 但 4 4 =2, 故 得 4i(zaTzaTzs)/3， 
(Yat- Ys t+ ys) /3, Cs 十 2 十 24) /3), 回 理 得 As( (mit vat 24) /3, 
(gn yaty) 73， (tz2t2) /8), A 《(orz 十 za 十 24) /3, 
(二 2773， 人 二 as)73) 和 ALC(mat vat ts) /3, (Yi 
十 ya 二 ya) /3， 十 2 二 29) 73)， 在 A1A! 上 取 GG, 使 14i91|/ 
i141|==8， 于 是 有 信 ((z1 十 Wa 十 Xa 十 V3) /4 (YY 十 Ya 
1/ 多， 青 在 424%, As4s 及 4444 上 
分 别 取 Go，Gs， Ca 全 


二 人 /1Gs4'| 一 3. 

则 Gz，Gs， G4 的 坐 杯 都 和 Ga 的 从 标 相同 , 客 GGs,， Gs, G4 
四 点 相 重 合 ， 即 4141，4242b，Asds 和 4443 共 点 于 且 GG 
分 4144:，4s42，4a4 和 444 成 3:I. 

(2) 设 A444s, As44 44 444 4i4，4ods 三 对 对 
楼 的 中 点 分 别 十 Afi, MMs; Ms, Ms; M's, Me. 再 设 M1 Ns, 
到 :1 ，M5 玉 ks 的 中 点 分 别 是 五 开 ,， NN、 于 是 得 M1i({x1 
十 wa) /2, (Yi+ ya) /2, C2122) 7/2, Mal tat za) /2, (Yst Ya /2, 
(za3+ za) /2), Lzit vat vet Ps) /4, (M+ystys- ys) /4, 
(2 十 ps2 十 ss 十 2g) /4)， 因此, 荆 与 重心 号 重 合 。 同 样 , 及 入 
也 都 与 全 重合 , 邮 得 证 明 .、] 

注意 ”要 证 几 条 线段 共 点 时 ， 首 完 证 明 某 一 个 点 在 举 一 
线段 内 ,然后 证 明 其 余 的 线段 都 与 该 线段 在 这 点 相交 ， 这 个 
证 题 方法 非常 有 有 几 . 

*[ 例 3】 没有 7 个 定点 Per gs 27) 他 一 二 23,1, 0. 且 记忆 
的 中 点 是 G4; G46 以 1:2 分 二 C79, GzPs 以 1:3 分 于 Ga， 以 此 类 推 . 


D3 Tr Dw pa 
求证 G8-1 的 坐标 是 (二, 后 一 ,二 一) 
也 7 7 1/ 


一 39 一 . 


【证 】 应 用 数学 归纳 法 来 证 羽 ， 
GD 当 2 3 时 ,显然 再 再 的 中 点 的 是 ( 笠 寺 吕 ， 加 二 办 ,和 二 引 )， 


3 
(2) 4 一 3 时 ,由 


[GGal _ 1 
1G2Ga| 2° 
} 1 -Ta Ta ER Ss 大 人 二 2 
每 Go i 
i I pT 
可 s -Jja- 
即 {Gs (ee 1 衬 tys, 


(3) 设 pz 下 时 公式 成 立 ， 也 即 出 畴 个 定点 PCzss yrs x) 建立 
Ga 1(rf3， 氏 ?1，203 0) 而 有 沈 系 


并 
,| 


;Tr 之 Ur > 2y 
zf 一 二 ;一 ， gt 一 二 ,A 
再 将 GxiPesyl 以 I 分 于 GC2 和 [9 2) , 即 
1Ge LT 1 
[GPrnal k?” 
天 
本 
六 E22 Si 
. 2 隔 1 > “ep ee - ” 
> 全 五 站。 [一 一 ?1 [XI] T= 
于 是 得 到 ， = 一 
在 
+1 
1 2 
[#] r=l] 
x+1* 


因此 , ”一 下士 工 时 , 公式 也 上 成立， 
所 以 外 为 芷 何 正 整 数 时 公式 都 成 立 ， 了 
注意 ”这样 的 点 叫 交 个 定点 的 平 震中 心 。 
习 题 1: 与 
二 ， 求 由 《3, 2, 一 1) 邦 《一 2,6) 所 联 成 的 线段 的 中 点 和 两 个 三 等 分 


一 43 一 


CC 


“10 


.已 知 全 -3 志和 (3 多 一 的 现 个 点 及 其 所 联 成 的 线段 上 的 一 


个 分 点 (5, 18， 一 17)、 求 分 红 . 


、 已 知 三 锡 形 的 三 个 顶点 是 <3, 6, 一 2)，《7, 一 和 3) 和 《一 上 多 


一 7)， 求 重心 ， 


求证 下 列 三 点 组 共 线 ， 且 求 第 三 个 点 分 前 两 个 点 所 成 线 毁 的 分 


比 , 
C1) 《一 3， 4, 3)， 《7， 一 2， 合 积 (2， 41, 4); 
C2) (4, 13, 3), C3, 6, 4) 和 RI(2, —1, 5). 


,已 知 一 个 平行 杂 边 形 480D 的 三 个 顶点 是 A{zs, Ya 240) B(xs, 


gp 858); Yo, Yo 0)。， 求证 第 四 个 顶点 司 的 坐标 是 (zs+zo 


一 ZX5y YATYo ~ Ya 2 十 exr 一 25)。 


， 已 知 四 面体 的 四 个 顶点 是 (C 一 妨 5 一 6， 4 一 们 ]， 公 一 co 一 名 


六 一 4 一 0 oc—a, e—bDFh(d—a, d—b, d—o), 于 正二 私信 
的 中 点 所 联 成 的 线 跨 必定 共 点 , 且 此 点 为 原点 ， 


. 已 知 空间 六 边 形 PPoPsPsPoPs, 而且 六 个 三 角形 PiPoPa,PsPsP,, 


Pie PaDoPa， DePuy 的 重心 分 别 是 全，@2， 和， 的， 人 We， 
试 证 六 边 形 外 /Ya938s8s8e 的 对 边 平行 且 相 等 ， 


， 试 证 四 次 体 的 四 个 面 的 重心 所 形成 的 四 男 体 与 原来 的 四 丙 体 有 


相同 的 重心 , 而 且 此 重心 也 是 六 核 中 点 的 平均 中 心 ， 


已 知 空间 四 边 形 , 斌 证;《 了 ) 册 这 的 中 点 硕 次 相 联 必 成 一 个 平行 四 


边 形 ; (3) 两 对 对 边 的 中 点 联 成 两 个 线 旭 ， 这 两 个 线段 的 中 点 又 联 
成 一 个 线段 ， 证明 此 线段 的 中 点 治 好 是 四 个 顶点 的 平均 中 心 . 
已 知 % 个 定点 41，42,…， 4 的 平均 中 心 是 G 又 卫 和 钳 是 两 
个 任意 点 。 求证 


六 (P41 A =n( PO OGY 


本 章 提要 


1， 基本 概念 
(1) 右手 系 积 左 卑 系 ; ， (3) 空间 坐标 系 


-1 


《3) 半空 间 和 卦 限 ; (4) 举 标 系 的 平移 ; 


(5) 射线 表示 方向; 《6) 射线 的 方向 其 和 方向 余弦 ; 
(7) 直线 的 方向 数 ; (8) 有 向 线 映 的 分 比 .分 点 . 
2、 基 本 公式 、 


(C1) 了 P(x, y, #) 到 三 个 坐标 面 的 距离 ; 
《2) Pz, y, 2) 到 二 个 坐标 轴 的 距 次 ; 
(3) 已 知 新 原点 在 及 系 下 的 侍 标 ) 在 坐标 系 平移 下 新 河谷 标的 关 


(4) 原点 和 了 P(r, y, 2) 的 距离 ; 
(多 Pi 121) 和 Ba(zo， Yo 29) 两 点 的 距离 
(6》 已 知 Pr, y, ?), 射线 OP 的 方向 余弦 ; 
C7》 已 知 Pet 轨 ， 邱 ) 和 Po(zo, 如， 22)， 射线 PiPs 的 方向 余弦 ; 
《8》 已 知 方向 数 4&, 6, 6 (qa? 十 如 十 于 0)， 可 以 决定 两 条 射线 的 方 
向 余弦 ; 
” 《9 已 知 丙 条 射线 的 方向 余弦 是 为 , pi i 和 Xa joss way 求 它们 
的 夹 衣 ; 
(10》 以 al b,c1 和 aa ba, C3 为 方向 数 的 两 条 直线 的 夹 角 的 求 
法 ; : 
(11) 已 知 两 点 Pik 所 生 ) 和 Pakzz, 扩 , 2) ,又 知 分 比 和 = PE 


求 分 点 的 坐标 ; 
(12) 已 知 两 点 Pz ys 0) 和 Pakza， yz 22)s 求 PiBz 的 中 点 的 
坐标 . 
8， 基 本 性 质 
CQ》 点 在 半空 间 内 或 在 卦 限 内 的 判定 ; 
(2) 两 点 关于 举 标 面 、 符 标 轴 或 原点 对 称 的 对 定 ; 
(3) 一 全 三 元 数组 可 以 作为 一 条 射线 的 方向 余弦 的 判定 ; 
《4) 一 个 三 元 数组 可 以 作为 一 条 直线 的 方向 数 的 判定 ; 
(5) 已 知 两 条 射线 的 方向 余 纺 , 它们 方向 棚 友 的 判定 ; 
(6) 已 知 两 杀身 绒 的 方向 余弦 , 它们 互相 重 直 的 判定 ; 
《7) 已 旗本 条 射线 的 方 回 余弦 , 它们 互相 平行 的 判 写 ; 
《8) 已 知 两 条 直线 的 方向 数 , 它们 互相 和 还 直 的 判定 ; 
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Ss 


(9) 已 知 两 条 直线 的 方向 数 ,它们 互相 平行 的 判定 ; 
C1410》 利用 线 正 的 分 比 , 对 分 点 位 置 的 判定 ， 


复 习题 一 


， 坐 标 适 合 于 下 出 条 件 的 点 位 于 哪 几 个 封 限 内 9 


(1) yz>0; {2) zz<0; (3) zys>0; (4) zyz =0, 


. 求证 (6, 7, 3)，(3, 了 1 1)，(0, 3, 9 和 (一 3 7，2) 是 一 个 矩形 的 


四 个 项 点 . 


， 求 江 (6， 一 6, 0)，(3，- 出 罗 ，(2， 一 9, 9) 和 (一 1， 一 7, 6 是 一 个 


凌 形 的 四 个 项 点， 


= 或 证 《7， 2， 4), (4, —4, 2), 《9 一 二 10) 和 (6&, —7, 3) 是 一 个 正 


方形 的 四 个 预 点 ， 


™ 求证 ka b, ns C6, Cc ay 和 C0, C， 已 ) 是 一 个 正三 角形 的 三 个 顶点 ， 
并 求 重心 坐 妹 和 三 条 中 线 的 长 庆 ， 
、 没 一 大 十 影 寺 二 六 一 拉 一 上 一 二 一 一 所 一 上 才 荆 0 一 一共 一 # 一 1， 这 


里 + 是 参数 ， 求 证 (a, b, 0), (b,c, qa), (0, a, 纺 和 ( 避 a, 四 是 一 
个 正四 面体 的 四 个 项 点, 且 原 点 是 它 的 重心 、 

求证 AC 一 1, 2, 2), BC3, —1, 3), 0(2, 2, —1), A'll, —2, —2), 
B'(-2 1 一 2) 和 OK《 一 2，~2, 1) 是 一 个 正八 面体 的 六 个 顶点 且 
它 的 中 心 在 原点 . 

[提示 ; 先 证 44', BB', C0' 等 长 ,再 证 互相 平分 于 原点 , 且 它 们 两 
两 得 直 . ] 


， 当 三 角形 的 两 个 顶点 和 重心 为 已 知 时 ， 求 证 第 三 个 顶点 是 唯一 确 


定 的 ， 将 此 命题 推广 到 四 面体 , 并 加 证 明 . 


集合 形式 的 志 示 法 。 我 们 把 适合 某 个 条 件 0 的 点 P(xz, y, 区 的 集 


合 记 作 世人 久 3)1 人 说 明 下 列 集合 所 表示 的 图 形 . 
(1) {Plz, y, 2) ly>0}; (2) {P(x, y, DIy<0); 
(3) {Plz, 1, 2) |y=0=2, %>0}; 

(C4) {Dw, 1 2) y=0=2, TEN; 

C5) {P(r, y, 210<2< 0<y<1, 0<~2<1}; 

《6) {Flr, y, a2) [0:1, Oyel, O01}, 


一 4 


19. 


20， 


. 来 到 两 个 定点 (0, 全 ,0) 和 (a, 一 各 ,4) 等 距离 的 点 的 轨迹 方 


4 2 2 
程 ， 


ee nr 


三 角形 的 三 个 项 点 是 Czr, yr sr) 一 二 2,，3)， 求 到 顶点 的 距离 
的 平方 和 为 常数 它 的 点 的 轨迹 方程， 


， 求 到 长 方 体 的 三 个 祖 邻 面 的 距离 的 平方 和 为 常数 的 点 的 轨迹 方 


程 . 


， 求 到 定 虑 及 不 过 定点 的 定 平面 的 距离 之 比 为 常数 的 点 的 轨迹 方 


， 求 到 定 点 及 不 过 定点 的 定 直 线 的 距离 之 比 为 常数 的 点 的 加 迹 方 


i 


” 设 胆 不 在 三 坐标 面 上 的 两 点 Pilqr, ,01) 和 了 alaz, 52, ca)， 如 轩 


它们 的 联 线 和 三 坐标 泗 都 相交 , 求 三 个 交点 分 Ps 所 成 的 比 ， 


:已 知 点 也 到 点 40,，0, 13) 的 距离 是 7， 且 OP 的 方向 余弦 是 2/7， 


3/7, 6/7、 求 了 点 的 于 许 ， 


， 由 第 四 节 公式 (1) 推 出 ; 


ons? 二 (i 十 22) 2 十 《1 十 Ma) 十 《21 二 1973 
4 sin? 和 一 (2 一 12)? 二 (Rd 一 po)3 二 (oa 一 2 


设 有 三 条 射线 两 两 垂直 , 它们 的 方向 余 强 分 别 是 和 44 54: 39， jg， 
ba 和 ha Pa Va。 球 证 由 因 十 和 十 和 ha， p81 十 ja 十 Joas 人 1 十 v2 十 v3 为 方 
向 数 的 直线 当 确 定 它 的 一 个 方向 后 必 与 这 三 条 射线 成 等 角 , 
已 知 责 点 天 (zx 并 ) 和 Palzo, 加 3)， 求 证 PiP3 在 方向 余 弱 
为 和 ,5,2 的 射线 上 的 射影 的 长 度 是 

1 一 21) 十 有 (ba 一 2 +v sa— Am)), 
[提示 ， 用 射线 夹 角 公 式 和 线 怒 射影 定理 ; 一 个 有 向 线段 三 另 一 条 
直线 上 的 射影 (成 有 向 线段 ) 的 量 数 等 于 原 线 段 的 长 度 与 这 两 线段 
的 类 角 的 余 咏 的 乘积 . ] 


。 已 知 两 点 Pikrl 久 ， 红 和 Palxo, Ys， 22)， 求 ZEIOP% 的 内 ,外 平 


分 鱼 线 的 方向 余弦 。 
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“23 . 


“24 . 


“25. 


[ 手 示 : 设 内 、 外 平分 角 线 与 再 Be 的 交点 分 别 是 五 和 外 。 则 [ 旺 31 
PP/PP2=: GPLAIDP Pie Pa 一 一 1OP1T7AIOP2 .J 
弯 三 条 导线 的 方向 祭 驴 是 和 ,Ltd Xo， Lo D3 和 和 23; Ls V3，。 求 
证 存在 一 条 射线 与 它们 者 垂直 的 充 要 条 件 是 

Mi M1 Wi 

和 3 M2 v2 |=0, 

A3 M3 tq] 
[提示 ; 和 用 三 元 齐 砍 方程 组 有 非 零 解 的 充 要 条件 i 入 22.1 
已 知 射 线 QP 的 方向 余弦 是 cesa,， cos B8,， cosy，, 求 射线 OP 在 三 
坐标 面 寺 的 船 影 的 方向 余弦 . . 
[提示 ; 条 用 (or 纪 动 在 三 坐标 面 上 的 射影 是 三 人 0, 加 和 ,N(x 
0, aH NL, 1, 0).] 
设 Ptz, yy 四 ,又 1OP|=2 0P 在 三 坐标 轴 上 的 射影 长 度 分 别 是 
如 到 和 匡 《下 在 三 玲 乒 面 二 的 射影 的 长 度 分 别 是 sw Lsw 和 和 
求证 : (DE+BTE=B; (327 站 :十 Be 十 双 一 2 
[提示 ;: 用 线 妃 和 时 影 公式 ,] 
设 有 不 甘 线 的 三 点 Pr tp 2 好 一 1 3, 3)， 求 证 : 41PsPs 
的 面积 是 地 V 丰 十 下 下。 这 里 


| x2 3 工 | LI ZI1 J 


2 Ty :| 
中 


= Wa 1!, do ly 纺 i = I Wa 了 


2 3 4! 231 zi 于 | 


[提示 ， 设 原点 到 和 PiPoPs 所 在 平面 的 垂 线 的 方向 余弦 是 cos a 
cos B， cosy， 再 利用 第 三 节 例 3 去 解 . ] 


思考 题 一 


1， 设 一 条 般 线 的 方向 角 都 是 锐角 求证 任意 两 信之 和 必 大 于 第 三 角 。 
2 如 归 人 2 一 0 十 轨 :- 0, 求证 ， 


[证 


也 利 转 平面 儿 林 的 一 个 定型 : 汪 角 形 内 (和) 平分 角 弘 必 内 (外 ) 分 对 边 成 


醋 线 眠 行 两 邻 朗 成 比例 ， 


[说 了 殉 本 节 讲 录 第 三 市 ， 


人 1) 12 个 点 (0,， 工 9, 十 ),《 土 b, 0, 干 Q),(《 土 a, 土 b, 0) 是 一 个 正 
二 十 面体 的 十 二 个 顶点 ; 

(2》 20 个 点 [0, 二 5, 土 (8a-F6)], [ 土 (4 二 5), 0, 土 b],[ 土 5, 土 (4 
二 区，0] [二 gc， 二 四 土 和 j 是 一 个 正 十 二 面体 的 二 十 个 顶点 ， 

- 已 若 空 间 任意 了 个 点 ,求证 : 

(1) 联结 入 一 个 点 到 其 余 四 个 点 所 成 的 四 面体 的 重心 的 五 条 直线 
必 共 点 ; 

《2)》 联结 每 两 个 点 的 中 点 到 其 余 三 个 点 所 成 的 三 角形 的 重心 的 十 
条 直线 必 共 点 ; 

《3) 上 还 的 两 个 点 必 相 重合 ， 
进一步 讨论 将 这 问题 推广 到 六 个 点 ,七 个 点 的 情况 ， 


Bi 


向 量 代 数 


前 面 我 们 已 经 看 到 , 不 论 在 平面 或 在 空间 , 对 一 些 几何 问 
题 的 解决 , 都 是 通过 建立 适当 的 坐标 系 , 利用 坐标 的 代数 运算 
(在 实数 范围 内 ) 进 行 研究 的 ， 这 就 是 利用 举 标 法 把 几何 与 代 
数 沟通 了 起 来. 

本 章 将 介绍 向 量 代数 的 基础 知识 。 在 后 面 的 一 些 章节 
中 ， 通 过 向 量 这 个 工具 直接 把 代数 运算 (在 向 量 范 转 内 ) 引 到 
几何 中 来 , 这 就 是 向 量 法 。 利用 向 量 法 常常 能 够 更 简捷 地 解 
决 一 些 问题 , 而 且 在 建立 坐标 系 后 , 向 量 和 坐标 又 可 以 互相 转 
换 , 这 又 为 我 们 提供 了 很 大 的 方便 . 

向 量 代数 建立 后 ， 就 可 以 进一步 研究 向 量 分 析 .。 它 将 为 
微分 几何 、 力 学 、 物 理 和 工程 技术 提供 有 力 的 工具 , 也 为 高 等 
代数 中 的 向 量 空间 这 一 抽象 的 概念 引进 了 一 个 具体 模型 . 


第 一 节 数量 和 和 向量 


1:1 两 类 量 


在 自然 界 中 , 我们 过 到 的 量 可 以 分 为 两 类 ; 其 中 一 类 较 简 
单 的 量 在 取 定 测量 单位 后 , 就 可 以 完全 用 一 个 实数 来 表示 , 例 
如 物体 的 体积 由 它 所 含 的 单位 立方 数 来 确定 ， 温 度 由 度数 来 
确定 ; 电量 由 库仑 闲 测 量 等 等 。 这 种 只 具有 大 小 的 量 浊 做 数 
量 ,数量 可 以 是 正 量 , 也 可 以 是 负 量 , 例如 温度 扁 于 零度 为 正 ， 
低 于 私 度 则 为 负 ， 电 量 同样 也 有 正 负 ， 但 是 有 些 数量 例如 体 


积 、 质 量 等 等 , 唱 永 远 为 正 ， 但 必须 强调 : 不 管 单位 是 尺 或 是 
度 , 它们 都 是 实数 , 因此 就 用 普通 字母 表示 数量 数量 是 代数 
量 , 对 它们 可 以 进行 代数 运算 , 如 加 、 减 . 乘 . 除 等 , 它们 适合 实 
数 的 运算 律 . 另外 还 有 一 类 较 复 杂 的 量 ， 它 们 不 但 有 大 小 而 
县 还 有 方向 . 例如 一 个 点 的 位 移 , 就 是 指 这 个 点 沿 一 定 方向 
移动 一 段 距 离 , 又 比如 只 说 “一 个 有 5 公斤 的 力 ” 这 种 说 法 
是 不 明确 的 ， 还 必须 指出 此 为 的 作用 方向 才 算 完 整 ， 象 位 移 
和 力 这 样 的 量 是 很 多 的 , 例如 速 庶 、 加 速度 、 力 矩 、 电 场 等 等 , 
它们 虽然 具有 不 司 的 物理 意义 ， 但 都 是 既 有 大 小 又 有 方向 的 
量 ， 于 是 就 有 必要 把 这 些 景 的 共同 特点 抽象 出 米 作为 统一 研 
究 的 对 象 .我 们 将 距 有 大 小 又 有 方向 的 量 叫做 向 晶 或 拓 萤 
【简称 入). 


E ”加 最 的 素 示 法 


沿 蓉 有 两 个 特征 , 就 是 大 小 和 方向 , 因此 珍 示 回 量 的 工具 
应 具备 这 两 个 要 土方 为 合格 向 量 的 方向 是 一 个 几何 性 质 ， 
在 两 个 点 4 各 中 , 它 反 映 点 如 对 于 另 一 虚 44 的 相关 位 置 ， 
可 用 占 对 于 44 的 射线 六 表示 . 同 最 的 大 小 是 一 个 正 数 , 它 正 
好 可 用 妇 各 如 其 点 间 的 距离 来 表示 、， 具备 大 小 和 方向 的 最 
简单 的 几何 阁 形 就 是 有 沿线 段 、 因 而 向 量 就 可 以 用 有 沿线 段 
举 袁 示 . 在 选 定 一 个 测量 单位 后 , 线段 的 长 度 上 其 有 已 知 向 量 
的 大 小 ， 方 癌 有 具有 已 各 向量 的 方 辣 ， 为 了 避免 与 有 向 线段 的 
记 法 柱 混 消 ， 我 们 用 带 有 和 前头 的 线段 来 表示 向 量 。 如 图 2-1 
中 的 4B 就 表示 向 量 , 且 4 叫做 牛 点 ,B 叫做 终点 ， 在 图 2-2 
中 以 学 宗 系 的 原点 为 起 点 的 向 重 0B, 以 后 简 记 为 PH 好 
OP=- P, 以 后 向 莉 就 了 用 大 写 和 粗 体 字母 来 表示 。 始点 是 原点 的 
了 广 ] 竹 守 时 可 写 为 也。 


二 


疝 县 OF 可 以 说 明王 点 揭 位 置 ， 岂 做 已 点 的 位 置 向 量 ( 定 位 
向 合 ) 或 半径 向 量 ， 它 在 以 后 研究 几何 问题 时 将 起 很 大 作用 ， 
容易 看 出 ; 一 点 一 和 它 的 位 置 向 是 OP 之 闻 有 一 -- 对 应 的 关 
系 。 有 时 也 用 小 写 粗 体 字 母 seo， 和 … 表示 任意 向 量 (如 
图 2-3)， 总 起 来 ,向量 有 三 种 表示 法 , 即 48B, P 各 ， 以 后 
在 不 加 特别 声明 的 情况 F， 通 常 都 并 这 种 规定 的 表示 法 来 表 
示 向 县 ， 


A 上 上 


图 3-2 图 2-3 


人 
大 小 叫 短 向 最 的 长 度 或 络 对 荐 简称 作 模 . 向 量 4B 的 长 度 
记 作 12 蕊 | 向量 5 大 的 长 度 记 为 1568， 有 了 时 也 简 记 为 | 如 | 
或 如 向 量 台 的 长 度 记 作 1@]1 或 K， 

必须 注意 , 向 量 克 长 度 是 正 数 , 可 以 比较 大 小 , 能 进行 计 
算 . 但 是 , 它 的 方 身 绝对 不 能 比较 大 小 , 更 不 能 进行 计算 ， 例 
如 : 两 个 位 置身 量 如 和 @ 的 长 巍 分 曾 是 3 和 4 也 就 是 

IP|=p=3, |@|=g=4. 

我 们 可 以 说 p<g, 但 是 绝对 不 能 说 五 一 @. 

【 例 二 判断 在 罕 闻 长 度 是 7 (常数 ) 的 所 有 位 置 向 量 的 
终点 形成 什么 加 形 ? 如 果 在 zy 面 内 则 又 怎样 ? 
”[ 注 】 手写 时 可 写 为 a 
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解 ， 这 些 点 和 原点 的 距离 都 是 7, 在 空间 形成 以 原点 为 
球 心 , 7 为 半径 的 一 个 球面 . 终点 在 zy 面 内 则 形成 以 原点 为 
网 心 ，* 为 半径 的 一 个 园 ， 而 且 这 个 贺 是 上 述 球面 的 一 个 大 
贸 . 


1*:3 几 种 特殊 向 是 


向 量 既 然 具有 大 小 和 方向 两 个 要 素 ， 于 是 两 个 向 量 如 果 
它们 的 两 要 素 分 别 对 应 相同 ， 则 应 看 作 是 相等 的 ， 我 们 把 长 
度 相 等 .方向 相同 的 两 个 向 量 叫 做 相等 向 旦 ,如 图 2-44 中 , AB 
和 才 忆 就 是 相等 向 量 ， 在 向 量 代数 中 , 相等 的 符号 仍旧 采用 
算术 中 的 “= ”号 , 记 作 4 五 = 机 皮 、 两 个 向量 如 果 相 等 , 则 经 
过 平移 必 可 使 一 个 与 另 一 个 相 重 合 ， 反 过 来 , 一 个 向 量 经 过 
平移 得 到 另 一 个 向 量 , 则 这 两 个 向 量 必定 相等 ， 因 此 , 任何 向 
量 都 可 经 过 平移 得 出 位 置 向 量 ， 在 图 2 -5 中 ， 黄 个 向 量 @ 和 
6 经 平移 分 别 得 到 位 置 向 量 04' 和 0 


A 
4 pa / | 
和 
4 又 | 
图 2-4 图 2.5 


注意 在 实际 问题 里 ， 有 些 向 量 不 能 作 和 平移， 例如 一 个 

力 , 它 的 作用 点 只 能 治 着 力 的 作用 线 而 移 汕 , 但 始点 不 能 移 向 

任意 点 。 这 种 只 能 沿 一 直线 移动 的 向 量 叫 滑动 向 量 。 相对 

地 ,能 平移 到 任意 始点 的 向 量 岂 自由 向 量 ， 在 几何 里 , 所 过 到 
- 6o -- 


的 向 景 都 是 自由 向 量 ， 而 且 通 常 是 把 它们 经 过 平移 变 成 位 置 
向 量 再 进行 研究 ， 4! 

两 个 洞 量 如 果 长 度 相等 ， 方 向 相 
反 , 则 昌 相 反 向 量 .如 图 2-6 中 4B 和 
4'B' 就 是 相反 向 量 , 记 作 

本 万 "一 一 4 方 如 Bb 

特殊 情况 ， 如 果 一 个 向 量 的 长 度 图 24 
是 I， 则 叫 单 位 向 量 。 如 果 一 个 向 量 的 长 度 是 0， 则 叫 震 向 
量 ， 记 作 0， 显 然 ， 零 向 最 的 始点 和 它 的 终点 是 重合 的 ， 所 以 
零 向 其 并 没有 确定 的 方向 , 也 可 以 说 它 的 方向 是 任意 的 。 我 
们 规定 ; 一 切 零 向 量 都 相等 . 
”归纳 起 来 ， 在 特殊 向 量 中 ， 将 长 度 和 方向 同时 进行 考 嵌 
的 ， 有 相等 向 量 和 相反 向 量 ; 仅 考虑 长 度 的 , 有 单位 向 量 和 零 
疝 量 . 

[ 例 2】 在 图 1-8 的 坐标 长 方 体 中 ,判断 ; (1 哪些 棱 可 以 
作成 相等 问 量 ? (2) 哪些 棱 可 以 作成 相反 庙 量 ? 

解 ，(1) 就 04 来 说 :有 相等 向 景 _ 

OA BN=LP=OM. 
(2) 就 04 来 说 , 因为 有 网 
D4- -NB, O04=—PE, O04= — MO, 

故 与 D4 相反 的 向 最 有 万 总 PZ， 到， 此 外 ，BN 与 二 
NWO; LP 与 MC 等 也 都 可 以 作成 相反 向 量 ， 


习 题 写 :1 


1， 作 出 长 度 为 ^ 3 ,方向 为 北 站 ? 西 的 向 景 , 舞 作 出 它 的 相反 向 基 . 
2 人 2 是 它 的 中 心 ， 人 
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3. 在 一 个 平行 四 边 形 的 边 上 可 以 作出 几 对 家 等 向 车? 在 一 个 平面 内 
的 正六 边 形 的 边 上 可 以 作出 几 对 和 相等 向 量 ? 宾 一 个 等 边 三 角形 的 
边 上 又 怎样 ? 

4. 求 于 :一 (一 0) =a. 

5. 在 图 1-8 的 坐标 长 方 体 的 相对 平 画 中 ,哪些 对 角 线 形成 相等 向 量 ? 
哪些 形成 相反 向 拱 ? 


第 二 节 向 量 加 法 ee 


之 '1 两 个 向 量 的 加 法 


在 力学 里 ， 作 用 于 一 个 质点 的 两 个 力 可 以 看 作 是 两 个 位 
置 向 量 , 经 过 试验 , 它们 的 合力 的 大 小 和 方向 可 用 这 两 个 向 量 
为 邻 边 作 平 行 四 边 形 的 对 角 线 向 量 来 表示 ， 对 速度 等 向 量 也 
可 以 得 到 同样 的 结果 .因此 在 数学 上 我 们 规定 机 个 向 景 的 加 
法 如 下 ， 


2 地 
定义 ”以 两 个 位 置 向 量 为 邻 边 
作 一 -个 平行 四 边 形 ， 则 一 条 对 角 线 : 
上 所 作 的 位 置身 量 就 规定 为 它们 的 过 


0 
和 , 这 种 运算 叫做 向 量 的 加 法 , 我们 
把 这 种 求 和 的 方法 则 做 平行 四 边 形 图 2.7 
法 则 。 在 图 2-7 中 ， 已 知 两 向 量 & 和 媚 ， 作 它们 的 位 置 向 量 
O04 和 0B， 则 对 角 线 上 的 位 置 向 量 0G 就 是 a 和 如 的 和 . 运 
算 符号 仍旧 采用 算术 中 的 “二” 记 作 


OA+0B= 00. - (1) 
由 于 AO=08B 故 (1) 式 可 以 写作 
O04A4+A0-00. (2) 


从 这 就 得 出 了 求 两 个 向 量 和 前 另 一 种 方法 ， 从 第 一 个 向 量 的 


一 村 名 


终点 作 第 二 个 向 量 , 于 基 以 第 一 个 向量 的 始点 为 始点 ,第 二 个 
向 量 抑 终点 为 终点 的 向 量 就 是 它们 的 和 ， 这 种 方法 叫做 三 角 
形 法 则 ， 

由 三 角形 法 则 可 以 推出 以 下 事实 ; 


T+0- 0+a— ee, (3) 
gt+(-0) =-(-0)+ae-D, (4) 
0+0~-0. {By 


设 有 两 个 同 向 的 向 天 g 和 56， 在 图 2-8 中 ， 我 们 得 到 它 
们 的 和 0OC 的 长 度 等 于 a 和 台 的 长 度 之 和 ， 方 向 与 的 方向 
相同 。 设 有 两 个 反 向 的 向 量 4 和 56， 当 ja|>18| 时 ， 在 图 
2-9(a) 中 , 可 以 得 到 它们 的 和 DO 的 长 度 等 于 jg| 一 151, 方向 
与 @ 的 方向 相同 ; 当 |&| 过 |8| 时 , 在 图 2-905) 中 能 够 得 到 它 
们 的 和 0CG 的 长 度 等 于 |8| 一 1a|, 方向 与 5 的 方向 相同. 
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我 们 知道 三 角形 两 边 之 和 大 于 第 三 边 , 两边 之 差 小 于 第 

三 边 , 于 是 由 图 2-7 中 的 和 作 040 能 够 得 到 
IoOAI—|A0|<|lo0|<I04|+14A0cl. 
如 果 将 1041、140C| 和 100| 分 别 看 作 是 04, 08 和 和 00 的 长 
度 , 上 式 就 化 成 
Ila) 一 | 副 天 Je 二 引 <<jaj 十 1 (6) 
这 个 式 子 叫做 三 角形 不 等 式 ， 
~ 


tf 他 1】 已 知 入 ABOC( 图 2-10), 求证 
BO--0A-- AP -0. 
【证 】 上 由 三 角形 法 则 
又 MB BA 
将 此 两 式 相 加 得 
BGO+-OA+ AB~ BAt+ (~BA), 
利用 公式 (4) 即 得 证 ， 


寻 
2 
2 pa 
B [#0 B 他 
图 2-18 加 ”2-11 
【 例 3] 由 图 2-11， 从 二 角 三 角形 的 直角 顶 和 4 作 帘 线 
4D, 沿 4B 的 力 , 其 数值 是 4B1-25 沿 4C 的 力 , 其 数值 是 
14ci-5 则 其 合力 将 洪 4D 且 其 数值 为 14Di-: 
【证 】 在 图 2-11 中 , 设 B80~a, CA~5, 4B~c， 题 中 
” 洪 4B 的 力 是 4P, 沿 40 的 力 是 AG 
所 以 [41- 才 , 1 61 -证 . 又 AF, 权 的 合力 是 2 
则 由 勾 股 定理 , 得 
ps /IT Te 
2B| ~ N12 + -二 + 让 


0° 
但 Se soc- 末 He~ 到 as|14D|， 
区 了 六 | 1 A 
| (4R| ~ TA {4D!I1, 


tg RAP LAQ| -tg AoP = tg BaD, 
iAP| 

故 4 训 与 4 访 相 重合 ， 因 此 合力 4 让 将 沿 4D， 且 其 值 是 
14D; 】 
忆 .2 运算 律 

在 规定 了 向 量 加 法 以 后 ， 我 们 要 证 明 与 中 学 代数 里 实数 
加 法 相同 的 两 个 和 运算 律 也 是 成 立 的 

交换 律 在 图 2-7 中 ， 先 作 04, 次 作 40， 其 和 是 00; 
先 作 OB， 次 作 了 0 其 和 仍 是 0G、 此 即 证 明了 

utb=b+ia. (7) 

故 得 

定理 1 向量 加 法 适合 交换 律 ， 

结合 律 设 有 中 了 和 < 三 个 向 量 ， 在 图 2-12 中 先 求 
QU 十 6 得 Q， 再 求 8 十 C 得 7r， 即 


(at+b) rec=die=?, 个 
如 果 先 求 5-+c 得 e， ek wm A 
ai+- {bte) 一 到 .1 -ee 一休. “a 
些 即 证 明了 国人 
a+b+o= (a+D+e. 《8) 
故 得 
定理 2 向 量 加 法 适合 结合 律 . 


之 ' 沪 ”多 个 向 量 的 加 法 


由 于 三 个 向 量 的 加 法 适合 结合 律 (8)， 我 们 说 三 个 向 量 
a, 86, c 的 加 法 是 有 意义 的 , 如 同 三 个 实数 的 和 一 样 ， 把 a、 6 
及 Cc 的 和 记 作 Qa 二 btc. | 


【 例 3】 试用 平行 六 面体 的 三 三 个 楼 所 作成 的 向 量 04， 
0B, 0C 让 示 对 第 线 向 量 OB( 图 2-13) . 
解 . 外 TOANB 和 ONPO j 部 基于 行 四 过 形 ， 帮 有 
(OO4+08 和 OB=0N+ O00. 
OP=0O4+ 0 +00. 


2 .13 图 2-14 
【全 当 1 
解 : 已 知 三 个 向 量 四 5 和 适合 atb+c-0. .在 图 
2-14 中 ， 作 4B-qa，BO=5， 由 例 1 得 AB+B0 +0A=0 
但 一 奸 零 向 量 者 相等 , 邢 得 
atibdb+c~ A BCOR 
两 器 各 一 得 
(~a)t+atbtcm(—a)tat+b+0Ad 
根据 公式 (4) 和 (3), 得 本 
bice=8+0A4., 
衔 端 加 一 再 由 公式 《和 (3), 得 
C= .Od. 
和 出 ; 三 向 好 之 利 如 果 是 零 向 量 , 则 其 首尾 相 衔接 必 构 成 
三 角形 , 也 喜 是 巴 的 始点 放 在 怠 的 终点 ,，c 的 始点 放 在 6 
We 列 c 的 经 点 愉 是 @ 的 始点 ， 


设 有 由 个 向 局 e 和 过 作 多 角形 4B0Dh， 使 4B 
=: 好， BO- Bb, OCP- c， 万 百 =g( 如 图 2-15)， 于 是 
[Ke 二 大 -Fe] 可 = (CO 上 GD 万) 二 万 站 -= AD DE -AE, 
[e+ 个 十 C] rd= (及 十 起 DBA= AD+DE= 4 三 ， 
m+ [Be 十 加 AB+ (CBD.IDE) AB BE 4AE, 
ottBtlerd]l -ABt Bo ORB) AB+ BR AR. 
(ai+ D+ eid = A40-0B= 48. 
侣 见 四 个 测量 不 论 按 照 什么 顺序 机 加 , 竺 果 都 一 样 ,于 是 操 它 
们 的 和 记 作 &@-F8-tc 十 梳 ， 


了 C 
b 
A 
4 B 
PE < ‘3 
Lr? : 
图 2--15 图 2-16 


同样 ， 可 得 m 个 问 量 4&1， Go， …，gs 祖 加 的 多 边 形 法 区 
如 下 : 

作 多 边 形 44ap4ds 便 和 4 一 @， Asds G2, ，…， 
Andnti 一 4， 于 是 414ani 就 是 这 nw 个 癌 是， qs,，…, G6, 的 
和 各, 记 作 

in/ i 一 i 
《如 图 2-16)， 

【 例 5] 应 用 运算 律 证 明 ， 

atdtictrb=atb-ictd. 


一 57 -= 


必 市 基 忆 


*8. 


*9 . 


"10. 


【证 】 a+qd+c+6 
0+ [d 十 《c+ 四 ] 《由 四 个 向 量 的 加 法 定义 )， 
一 给 十 Lc 二 本 十 dj (由 交换 律 )， 
一 48 十 1(6 二 C0) 十 中 (由 交换 律 )， 
一 引 十 避 十 C 十 有 (由 四 个 向 量 的 加 法 定义 )、]】 


习 题 也 "也 


， 船 向 正 北 开 ， 水 向 正 西 流 ; 两 小 时 后 船 已 向 北 15" 西行 36 海里 ， 


阿 船 速 和 水 速 各 多 少 ? 


- 如 朱 两 个 力 的 合力 与 其 中 的 一 个 力 等 信 且 直 交 , 宁 另 一 个 力 , 
， 在 图 2-7 中 , 求 已 平 分 本 积 训 的 交角 的 充 要 条 件 、 


8 一 一 多 
， 设 4434s44454as 为 正六 边 形 , 口 为 它 的 中心, 求证 学 04 =0. 
. 已 知 三 个 向 量 g, 5b, ec。 作 图 验证 疝 晤 +b+c, aTci+b, bta 


+c, bic+o, cat+b, cpb+a 部 相等 ， 


-应 用 运算 律 证 明 , dt atct+b=a-rb+ctd. 
. 已 知 四 个 向 量 a b,c, d， 作 图 验证 @+b+c+d=atd+c+b 


一 好 十 不 于 C 十 五， 

已 知 两 个 量 4, b, 求 下 列 各 式 成 立 的 充 要 条 件 ; 

Cy lal ib|i= latel; 《3) lal—lbl=|atbl; 

《3) lbl~lal=la+ibl, 

[提示 : 参照 图 2-8 和 图 2-9.] 

求证 三 个 向 蔷 之 和 的 长 度 小 于 它们 的 长 度 的 和 ，% 沾 向 量 的 情况 
也 如 此 . 

[提示 : 用 数学 归纳 法 、] 

求 四 个 向 量 之 和 是 零 向 量 的 充 要 条 件 。. 


第 三 节 向 量 减 法 
在 中 学 代数 里 ， 若 两 个 实数 及 ?的 和 是 四 则 6 叫做 &@ 
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与 6 的 差 . 记 作 ce= < 一 5 将 此 概念 推广 , 由 向 量 的 加 法 , 我 
们 规定 向 最 的 减法 于 下 ; 

定义 ”两 个 向 量 的 差 是 一 个 向 量 ， 它 与 所 减 向 量 的 和 就 
是 被 减 向 量 , 这 种 运算 就 叫 癌 量 的 减法 - 

例如 向 量 五 及 e 的 和 等 于 加 于 是 ec 叫做 湛 与 已 的 差 ， 
记 作 


CC 一 在 一 已， (1) 
企图 2-17 中 , 将 8+c=a 作出 ， 2 
则 本 C 4 
c~-BA=~a—b \A 人 个 
因此 得 减法 法 则 如 下 ， 本 Es 
出 位 置 向 最 如 的 终点 到 位 置 河 一 一 一 
量 自 的 终点 作 一 向 量 B4, 即 得 一 8. 2-17 


仿照 第 二 章 第 二 节 公 式 (6) 关于 减法 也 有 三 角形 不 等 式 
成 立 ; 
al-—lb|<la-bl<ial+l2l. (2) 
证 明 留 给 读者 作为 练习 . 
在 中 学 代数 里 , 我 们 知道 : 从 一 个 正 数 减 去 一 个 正 数 就 等 
于 该 正 数 加 上 一 个 负数 ,在 向 量 代数 里 , 也 可 以 推出 类 似 的 性 
质 ， 在 图 2-17 里 延长 BO 到 B', 使 80-0B', 则 OB'= 一 0 


a 
所以 
BA O00- O04. A0~ 040B'= a (-), 
朗 -b=a+(—6). 
故 得 (3) 


定理 1 减 去 一 个 向 量 就 等 于 训 上 它 的 相反 向 景 . 
贞 这 个 定理 可 以 推出 向 量 等 式 的 移 项 方法 ， 在 一 个 向 量 


= 


等 式 中 ， 将 其 中 任意 一 项 恋 号 后 ， 可 以 从 等 式 一 端 移 到 另 一 
端 ， 例 如 在 向 量 等 式 @ TB-He- 辽 中 ,在 两 端 都 如 上 一 c， 则 
G0)=Q+ (ec), 如 得 Qa+b=d-c. 
{ 例 11 在 第 二 章 第 二 家 策 3 中, 求 平行 六 面体 的 其 它 
三 条 对 角 线 向 是 和 每 个 面 上 的 对 角 线 向 量 ， 
解 ， 利用 减法 法 则 在 图 2-18 中 
AL= OD Od -0B+ 00 — 04, 
同 理 
Br -O01+04- 5 ON-04-08- 09. 
OGLB 中 ， 
OF- OB+ DC 0 了 -08 00. 
但 OFL4P, COBLMN. 故 得 
OF = AP = O08- -O00, OB= MN = 0 一 0G. 
向 理 ”0OYV=BP~04.00, AG- NI- 0606-04, 
ON=0B= O410B, BA-LM=-04--08B. 
【全 3】 已 知 四 边 形 4BOD. 求证 
AB= .0DeAC= BD. 
并 说 明 这 个 关系 的 几何 意义 ， 
【证 及 解 】 由 ER 
AB=O0OD¢30B-04=0D— 00<>B-A 
DD_CoC-A.D_ BOAG-BD. 1 
几何 意义 是 
四 边 形 有 一 对 对 边 平行 且 相 等 参 四 边 形 另 一 对 对 边 平 
行 且 相 等 ， 


习 题 号 :3 
1. 设 p=g 二 b, q 一 一 b, 7 一 一 4, 求 ptqtr, 


2. 已 知 两 个 向 最 a, b， 作 图 验证 
(1) —{a+4b)— —oa—b; (2) — (a~b)=—a+t+p, 
3， 旋 人 1 人 4 人 13 人 :人 54 是 一 个 正六 边 形 ， 刀 果 ee 加 
(1) p= 41ds, gq= 11Ae; (3) p= Alds, d= ds, 


判断 能 未 能 以 pa 卖 出 人 Ad …， 4 总? 

4。 补 证 本 节 三 角形 不 等 式 (3)， 

5. 已 知 两 个 点 的 位 置 向 量 , 它们 的 夹 角 是 60"。 求 它们 的 和 及 差 的 长 
度 ， 
[提示 ; 用 三 角形 的 余弦 定理 .] 

6. 证明 当 两 个 向 量 的 夹 角 是 钝 角 , 锐角 、 直角 时 ,它们 的 和 的 长 度 分 
别 小 于 ,大 于 等 于 它们 的 莹 的 长 度 . 
[提示 : 利用 平面 几何 或 三 角 的 知识 . ] 

*7. 已 知 两 个 向 时 mp， 求 下 列 各 式 成 立 的 充 要 条 件 ， 
GD lel+lb|=la-6l; (2) lal—|b|=}a~bl; 
《3) Jb|—lal=|a—6l. 
[提示 : 利用 a 一 ba 十 (一 b),] 

3. 已 知 油 个 向 最 a 和 65， 求证 la+5| 一 1a 一 上 | 的 充 区 条件 是 : & 的 
方向 与 己 的 方向 垂直 。 


第 四 节 ， 数 与 向 量 的 乘法 
4 了. 数 与 向 最 的 乘法 
在 中 学 代数 里 , 我 们 知道 : 几 个 相等 的 实数 相 加 便 得 到 包 
倍 实 数 的 概念 . 现在 把 这 一 概念 推广 到 儿 个 相等 的 向 量 相 加 
上 ,于 是 得 : 
定义 4% 个 相等 的 非 堆 向量 色相 加 后 所 得 的 和 叫做 向 量 
红 与 正 整 娄 和 的 积 , 记 作 7 或 加 导 
NG 和 一 (1) 
路 个 


一 后 1 一 - 


这 种 运算 叫做 数 与 向 量 的 乘法 ， 显然 有 lq =G。， 彝 积 wa 与 
4 辣 向 .na 的 长 度 为 & 的 ww 和信, 即 w 为 正 整 数 时 
|na | 一 7202。 (2) 
这 里 |a| 一 a&. 
将 此 概念 推广 , 更 有 
定义 一 个 非 零 向 量 与 一 个 正 数 % 的 积 仍 是 一 个 向 
量 , 它 的 长 度 蚌 原来 长 谋 的 % 倍 , 方向 与 4 一致. 记 作 a 
或 an. 
公式 (2) 在 此 仍 成 立 ， 
定义 一 个 非 零 向 基 @ 与 一 个 负数 7 的 积 就 是 (一 区 a 
的 到 向 量 . 仍 记 作 2G 或 rr 
显然 , 2<0 时 ， 
naG= dn= —{{(—n) gil. (8) 


且 
[| 一 《一 2 (4) 
这 里 |a| ==&. I 有 
推论 ”如果 & 是非 零 铅 量 ，m 是 不 等 于 零 的 实数 ， 则 
ma tm 是 一 向 量 ， 它 的 长 度 1]mal 是 jmw|g， 它 的 方向 当 
n>0 时 与 @ 同 向 ; 当 m<0 时 与 a 反 向 . 
定义 当 m~0 或 a=0 时 ,出 
ma~am-—0. (5) 
由 ( 引 式 可 兄 ， {一 站 4 一 一 g。 即 以 一 工科 以 向 量 后 ， 即 
得 它 的 相反 向 量 , 这 与 中 学 代数 里 以 一 1 张 以 实数 后 , 即 得 它 
的 相反 数 一 样 . 
有 时 将 5 记 作 各 (px#*0)， 
为 了 以 后 运用 方便 起 见 , 这 里 有 
定义 与 已 知 问 量 河 向 的 单位 向 量 叫 做 这 个 向 量 的 单位 
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向 量 ， 
已 知 向 量 @ 的 单位 向 量 常 以 @? 来 表示 ,而 且 有 


od—ad” (6) 
及 : 
o。_ & 
a i 《7) 
4 和 4: 宅 ”运算 律 
下 到 讨论 结合 律 、 分 配 律 币 消 去 律 在 数 与 向 量 的 运算 中 
的 情况 ， 


结合 律 ”由于 在 此 尚未 给 出 关于 两 个 向 量 相 乘 的 定义 ， 
故 在 此 讨论 结合 律 时 用 到 的 三 个 因子 中 应 假定 两 个 是 实数 ， 
一 个 是 向 是. 
定理 1 设 mw, n 是 网 个 实数 , 全 是 向 量 , 则 
mm CD = mn) a. {8) 
【证 】 显然 , 当 &=0 或 m,n 中 至 少 有 一 个 为 堆 时 ， 等 
式 (8) 是 成 立 的 。 因此 只 研究 a0, m 才 0, 六 天 0 的 一 般 铺 
况 . 从 上 面 推论 得 . 
| 和 fp | = 1m rg|= Im||n| Ne] 一 lw 
ma) | = mnla. 
因此 (8) 式 两 端 向 量 的 长 度 相 等 ， 至 于 要 证 明 (8) 的 两 器 向 量 
的 方 回 相同 ， 就 应 当 区 别 四 种 情况 ， 即 mw>>0, n>0; m>0， 
2<0i 了 <0，2>0 2<0，2<0， 在 此 公证 最 后 一 种 情况 ， 
其 余 的 作为 练习 ， 留 给 读者 补 证 。 由 于 ”<0, ng 与 G@ 反问 ， 
又 由 之 0, 则 mr (w0) 与 @ 同 向 ; 另 一 方面 mm;>>0, 《mm)a 也 
和 汪 向 ， 由 此 即 证 明了 它们 的 方向 相同 . 
分 配 律 ”由 于 因子 不 同 (或 者 是 数量 , 或 者 是 向 量 ), 因而 
有 两 类 不 同 的 分 配 律 。 


定理 2 第 -一 类 分 醒 律 设 名 % 是 两 实数 ，a 是 疝 量 ， 

出 有 
(22 十 人 区 一 7 各 十 ?2 (9) 

【证 】 如 同 定理 1 一 - 样 , 特 歼 迄 况 显然 成 立 , 下 面 讨论 一 
般 清 况 ， 就 m,n 可 分 四 种 情况 ; 和 >0，2>0 人 全 0 %<0; 
m0, n>0; <0 89<0，、 现 仅 对 公 <0， 9%>0 这 一 种 情况 
进行 论证 ， 在 此 情况 下 又 分 成 两 类 ， 

1. 十 ?0D， 即 和 全 一 20: 

(m 十 只 区 前 长度 是 (mg ]e|, 方向 是 巴 的 方向 ， 另 一 
方面 ma 的 长 度 是 一 mel, na 的 长 度 是 ?|@|， 二 者 反 疝 ， 
故 mgt+ng 的 长 度 是 [r 一 《70]|gl= m+)jel, 方向 则 
是 ma, 中 的 方向 (图 2-9). 

所 以 (mG = me t+ nd, 

2. mHn0, BC—m>n>0, 

(m 二 和 9 的 长 度 是 一 2-9) |G 方向 是 一 区 0 
另 一 方面 ，me 的 长 度 是 一 mq, ?2 的 长 度 是 nlq|， 二 者 反 
向 , 故 mG 十 na 的 长 庆 是 [区 一 ?0 一 可 |@ 一 一 (2 十 |]， 
疝 则 是 pa 即 一 人 的 方向 ， 

Fmt a=met+ng, 1 

推论 ” 设 ma ra， 十 实数 ,是 同 量 ， 则 

(mi 二 na mm (0) 

定理 8 第 二 类 分 配 律 ” 设 公 是 实数 , 芭 六 是 疝 量 ， 则 

m(a+d) = me my (11) 

【证 】 显然 , 当 %=0 或 m= 或 qa, 已 中 至 少 有 一 个 为 
汐 向 量 时 ， 等 式 (i) 成 立 。 因 此 具 研 究 w 到 0、m 友 1 qa 0、 
6¥0 的 一 般 情况 . 

1. m>0Cm*1), 
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在 图 2-18 中 , 作 AB-a, AB=ma, BC -= b, Bo 
=mb， 再 作 40C，AO6, 则 BO BoOo, 2 全 
LABO= 48C 日 

ABs PoCu 


AB ~ BO 人 
所 以 入 4BO 和 ~ /wdBoCo， 变 A a a 


=m, 且 人 Oo4Bo = 人 AOA4B, 因此 4, 0, Co 在 一 直线 上 , 即 知 
mAC— AG,. 

所 以 matb) = mea- mb. 

2， <0: 作为 练习 , 读者 自 证 . 省 

推论 设 n 是 实数 , m4， qo,…, ax 是 向 量 , 则 

mt dt ta = ma -mdst tm. 12) 

消去 律 ”在 中 学 代数 里 , 我 们 知道 . 若 两 数 w 5 适合 a8 
一 0, 则 必 有 & =0 或 6=0， 在 三 数 &, 8, 6 中 , 如果 a8 一 @6， 
且 &¥0, 则 58-=-c， 这 种 性 质 称 为 消去 律 ， 对 于 数 与 向 量 的 乘 
法 也 有 类 似 的 性 质 ， 即 

定理 4 对 ) 如 果实 数 加 关 0， 且 mi 一 5， 则 


a=~b. (18) 
(2) 如 果 @a 是 韭 堆 向量 , m,n 是 实数 . 日 ma 一 ng， 则 
2 一 72。 和 (14) 


【证 】 (4) 由 ma=mm6， 则 有 二 ~ (ma) = (mb), 根据 
公式 (6) 得: 字 4= 世 , 即 2-b, 

《2) 如 果 贡 =0， 则 ma=0, 但 Qa0， 所 以 %n=0, 有 由 % 

-nn 如 果 r#0, 风 %#0, 又 mg 一 ng， 所 以 |mal| = ing|; 

由 题 说 @ 关 0,， 放 ml = |n|， 另 一 方面 名 与 % 必 同 导 ， 故 得 


m=n, }】 


到 此 我 们 介绍 了 了 向量 的 加 法 .减法 以 及 数 与 向 量 的 情 法 ， 
它们 不 但 误会 中 学 代数 里 的 运算 律 ， 且 有 很 多 性 质 与 实数 性 
生计 金 相同， 这 三 种 运算 总 称 为 向 景 约 线 性 运算 也 叫做 向 量 
人 怨 初 等 返 算 . 

依 有 问 量 的 等 式 我 们 叫做 向 可 和 革 式 ， 有 了 向 量 的 线性 运 
算 , 就 与 中 学 代数 完全 相同 , 可 以 把 向 量 等 式 变形 , 如 将 问 景 
移 项 变 号 、 去 括 弧 以 及 化 去 分 母 (是 实数 ) 等 等 。 例如 有 疝 量 
等 式 


p WE 2 ， | 
全 ~( 守 + 肌 )=-( 本 + 号 )+ 备 
移 项 变 号 ， 得 
4 4,0C_83_ 8B 
i 
通 分 , 得 ss 
或 44=3R. 


【人 销 1 已 知 入 4BC 两 边 的 向 量 AB 和 AO. 求 BC 边 
土 的 中 线 向 量 44'( 图 2 -19). 
解 ， 延 长 44' 至 4n, 使 4 4 一 44 于 是 4B4oC 是 一 
个 平行 下边 形 。 从 而 知 | 
本 全 -了 + 


或 2 二 42 
于 是 得 AT -3 (ABAD. 


LA i 去 
这 1 ™ 人! 
i Pt 
， ,et - 
卫生 一 Pd 
\ y 各 
\ 
vw 
-1 
入 ”局 图 到 2 


上 全 | 2] 人 广 体 OANB—-UM PL 的 三 个 棱 上 的 向 
量 04, OB OC 这 二 20)， 广 A BH BL, LO, UH 各 
地 J 的 中 点 分 别 宇 本 1 出。 证， 关 ,， 有 Hs 和 下. 求证 可 作 
一 个 三 角 开 ,人 悚 它们 的 三 个 边 分 别 与 着 ; 衣 。. 前 :新 ?和 着 而。 
租 王 行 . 

[证 】 出 胆 与 向 基 乘 积 的 定义 可 重 


Hit 1 A dB-A). 


同 理 ， Ms- 和 (CB), MMe 3A-0). 
于 是 得 ; MM + Na; HMs=0,. 
由 第 二 章 第 二 节 例 土 即 得 证 . 了 
人 .人 ， 定 比分 点 的 位 置 向 量 
首先 证 时 
定理 4 已 知 两 个 点 与 PP 及 分 比 X~ 志 入。 则 


aie ee (15) 


【证 】 不 论 卫 是 内 分 点 或 外 分 点 ， 也 就 是 说 , 不 论 和 >0 


二 -看 7 二 


或 A<0, 总 有 PiP--APP,(RR2-2D). 即 P-P-MXP,-P), 
移 项 解 出 后 , 即 得 (15)，3 

注意 1. 公式 (15) 中 当 % 在 实数 范围 内 变化 (Xx* 一 1) 
时 ， 可 以 得 出 PP 上 所 有 点 的 位 置 向 量 。 这 可 以 说 直线 上 
的 点 仅 含有 -- 个 参数 . 

2. 公式 (1 四 中 Pi 和 Ps 与 了 的 位 置 向 量 的 始点 的 取 法 
无 关 ， 在 图 2-21 中 , OP -00'+0P, 0B,=00'+0P,, 0B, 
-OO +0O Ps (或 者 写作 P00 LP' P,- 00+ P', P,= 
00'+ PD， 于 是 (15) 式 即 可 写成 

pe ; OCT 十 和 十 五 十 入 
COT 


P+AP; 
1 i 2 
I1+A 


， 即 


图 2 .21 2_22 


【 例 3】 在 A4BC 中 ， 作 内 平分 角 线 47， 已 知 AB 和 
306. 求生 和 位 于 A4L 上 前 一 个 向 量 7 
解 ， 由 平面 几何 可 得 
BL:LO— AB: AG=c¢c:b. 


由 公式 (15), 得 
Sa AB+ EAC vAB-- eAC 
AD— ~- 二 
{LC 十 
和 
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设 4 的 长 度 是 1， 它 的 单位 向 量 是 5， 则 由 (6) 知 ， A 
TL* 又 了 7 的 长 度 是 和 则 AP AL tL = A 


= 六 (BB + eAO), 
【 例 4】 用 向 量 让 明 $1.5 例 2. 
[证 】 1, 在 图 二 20 中 ,31 -了 


14oA1| -0 
| A1M | 


故 得 全- 全 人 2 一 于 (4 二 200)， 将 县 代入 , 得 肌 - 


言 (4 二 4s+4D。 同 理 可 得 全 = 二 (4 十 4sT4D A 


2 豆 (4 .We 再 (+ 和 + 人) 在 4141 上 取 人 i 


全 en 于 是 有 G 一 了 (Ai-- A A A,). 再 在 


中。 2， 4 zd' 上 分 别 取 加 Gas， Ga, 使 
| 4sGa| 一 3 | 4s0s | = 3 | A | 


[123 -3 Lvs| -3 A404s| .8 


IGsAs| “? GsAds, '’” IGsdil 
同上 可 证 Gs, Gs 和 G4 部 与 @ 相同 .因此 这 四 点 必 相 重合 ， 
即 4444，4245， 本 4 利 4 共 虑 于 @ 且 昌 分 hidi， 
242，43d 和 和 dsd 成 3:1. 

2, 设 4i4，4s44 44141，A544; 4144，AsAs 二 对 对 楼 
的 中 点 分 别 是 到， 型 5 有 as，174 及 35，Me， 再 设 了 7。， 
于 性;， 六 :机 的 于 点 分 别 是 工 ， 用 , 站。 于 是 


M3 CA 二 2 利 MM, -于 (Cha 二 4 
是. LL= = ci i NM,) -于 (4 > [4+ A, 


"669 - 、 


因此 工 与 科 相 重合 ， 同 嵌 , 如 入 也 都 和 人 驻 相 重合 ， 本 性 
质 得 证 . 


习 题 它 : 生 
V5 


. 已 知 三 向 量 a, b,c， 试 作出 向 曙 ~V23atV3b~ 妆 2c. 
| 
. EE 知 lal =1, I!&i ~=2, 又 融 台 =-60°. 求 ea 一 专 (2+2b) | ， 


， 芷 可 题 羡 'y 4 第 3 是 中 ,假如 (1) p=A14, gq= HA p= 


一 一 -> 
寺 寺 8s，G 一 二 求解 该 问题 ， 


4. 补 证 定理 ]、 


cm 


9, 


二。 


: re es 向 不平 三 ， 用 运算 律 和 作 图 法 4 EL 


(3) (a+4b) a- b= 人 20; 2) (atb)~ (ab)= 


(3) ~ 和 + 与 一 (1 b); (C4) a he 


eb eww- 
+ 


(5) a ~- : 
5 知 稍 个 向 量 的 和 与 莽 , 用 作 图 法 作出 这 两 个 向 最 . 


加 


和 


划 贞 六 证 已 - OC4 GO 万 -40 五 


， 运 十: 由 至 藤 刀 两 达 中 点 所 从 成 的 线 器 ( 叫 中 位 线 ) 平 行 于 第 三 边 。 


县 等 于 第 三 这 之 半 ， 

没 4BC'D 是 一 个 室 间 旭 边 jt, 又 对 角 线 40 和 BD 的 中 点 分 别 是 
志和 更, 渡 证 了 上 二 0 有 十 4 +OD- 4LH. 

ne = -条 僚 七 必 i C 0 点 分 嘎 是 工 ,， 和， NY， 
RE OOB UC- OF + OH: 


， 汪 证 ， 可 作 一 -个 三 仍 失 ， 翁 它 鸭 三 革 过 从 虽 平行: 务 -- 个 已 知 三 


租 洒 和 三 分 中 线 ， 
省 庆 六 仿 形 4BCODEF, 媳 单 如, CD, 上 所 构成 一 个 三 角形 ,水 证 
BC DE, Fil 也 均 或 -个 - : 疝 形 . 


未 证 ; 二 角形 二 条 中 线 其 点， 此 点 色 覃 心 。 当 三 角形 顶点 的 位 思 


尚 量 已 知 了 时 , 求 童 心 的 位 /年 向 量 . 
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14， 已 知 梯 形 04CB， 基 由 PC 村 04， 又 性 与 入 各 为 上 席 BC 和 


十 座 04 冶 中 点 至 Di- 4, O08 一 R, 推 卜 BC, 42C 及 下， 
15,， A A ABC tG:, er “分 路 47 已 知 可 石和 ro 2 
*16, 三 角形 答 - 1 分， 三 个 分 点 所 构成 的 三 角形 必 与 原 


二胡 户 胜 生 局 上 5 ee ol 让- 各 这 风 四 边 形 加 以 褒 斌 ， 
『 浇 工 : 用 两 点 的 们 转向 是 . 


ST ET 1 站 BCD， 求 证 ， 掖 每 边 字 母 的 天 序 分 四 边 AB, 
E04 二 均 是 六 的 加 个 分 点 ， 必 是 一 个 平行 固 边 形 的 四 
2 


第 五 节 ”向量 的 线性 关系 


本 节 将 利用 向 量 的 线性 运算 来 研究 一 组 向 量 彼 此 间 的 关 
系 问 题 . 


S:1 共 线 向 量 


设 有 - -组 向 量 rm. 8, 5,…， 它 们 的 方向 相 癌 或 相反 ,如 
在 图 3-23 中 ， Q 和 请 是 同 向 疝 量 ， ?和 < 是 反 向 向 量 . HG 
为 始点 ， 将 qb, c 平移 到 04， 
OP，0OC， 愉 然 它 们 必 在 一 条 直线 
7 上 .从 而 有 如 下 定义 ， 
定义 ”如果 -组 向 量 都 与 - 、 
条 直线 举行 [3], 则 称 它 们 是 闪 线 
的 ,这 些 列 量 户 晤 做 共 线 向 时 ， 
关于 此 此 回 量 的 性 质 有 以 下 
证 理 : 四 2-23 
定理 工 两 个 非 零 向 时 eg 和 六 共 线 的 充 要 条 件 是 


[ 注 ] 指 赤 5 东风 以 的 有 击 辣 段 与 一 中 减 二 行 。 


四 7 了 1 en 


b=ka. (DD) 
这 里 0, 它 是 由 a 各 唯一 确定 的 一 个 数 . 
【了 这】 式 ， 必 要 条 件 
i) 如 业 G@ 和 和 如同 向 , 则 如 一 Q”， 所 以 


这 里 人 
[有 
i 如 果 避 和 上 反 何 , 则 8B 一 一 4 、 所 以 
a A 
六 一 28 =0—o") (aa) 二 ka, 


这 里 一 一 全 0 

2. 充分 条 件 

iD 如 果 &>0,， 由 定义 知 : 有 与 如同 向 ， 且 五 的 长 度 是 到 
的 长 度 的 倍 , 放 知 6 与 a 共 线 . 

ii) 如 果 记 <0， 由 定义 知 : 8 与 a 反 向 , 日 的 长 度 是 如 
的 长 度 的 -五 倍 , 放 知 8 与共 线 .】 

推论 1 ”两 个 非 零 向 量 @w, 65 共 线 的 充 要 条 件 是 存在 两 个 
非 零 的 数 mm, 使 

wtmb=0 (2) 

推论 2 两 个 非 零 疝 量 @, 玉 不 共 线 旦 适 含 ( 轨 ， 则 1 各 
=~0, 

以 上 两 个 推论 的 证 明 作 为 习题 , 留 给 读 考 ,其 中 推论 2 的 
证 明 可 用 反 证 法 . 

两 个 非 零 向 量 @、b, 共 线 , 以 后 常 记 作 @y 5b. 

【 例 1 如果 两 个 非 堆 向 其 ea，es 不 共 线 ， 推 求 两 个 非 
零 向 量 ciel 十 ases 和 baez 十 5ses 共 线 的 充 要 条 体 ， 


娃 昌 两 个 办 荆 ieli-Dtae 02114-0aes 攻 线 ， 则 出 

(2), -一 定 有 两 个 非 岭 数 1、 和 便 
Lie :iaes) tm{hert be) —0, 
名 ai- mo ert tds + mb2) es = 0. 
伍 @i 与 ea 个 共 线 , 政 由 锥 论 之 可 得 
la -i- mbi= 0), ls -mba= 0. 

下 二 元 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 解 的 充 要 条 件 是 :zaps 一 cata 
一 0〈 见 附 深 第 亚太 ) 此 即 所 求 的 死 数 条 
件 ， 

定理 名 三 个 不 同 的 点 4,，B, C 共 线 
的 充 要 条 件 是 ， 存 在 三 个 都 不 是 零 的 数 孔 
22，?， 合 

IAt-mB-ntC =0, tnt =0. (8) 图 324 

[证 】 三 个 点 4， 户 0 共 线 的 充 要 条 件 是 4 也 和 BC 共 
线 ( 图 2-24)， 自 人 2) 得 , PAB+gBC=0, pg0， 此 时 4 
埋 则 AB+B0- 0, 而 4 与 0 权重 合 ,此 与 假设 相 了 矛盾, 又 上 
式 可 以 写作 


二 (9 一 入 加 一 0 一 和. 
胶 二 DKA0, m=y Cs 2 一 IC 基 0， 刚 ?人 十 2 一 0 于 是 
本 定理 得 以 证 明 . 】 
推论 ” 设 三 个 点 二 B, 避 不 共 线 , 且 适 合 
Sa ( -32 十 如 一 个) 
则 
1=- .== 0. (4) 
*【 语 2] 济 | 如 殉 个 非 怪 问 电 @1, &; 不 共 线 ,是 . 
=e Foe, B=-6 .0211 bae, C= 0e1- 09282, 
未 -BB, 0 二 点 雪线 的 充 要 条 和 任 。 
解 ， 出 定理 3 名 53) 式 可 得 省 ， 吾 ，C 三 点 共 线 的 充 要 条 件 是 : 


一 了 习 ， 


Une!t ase 1 mi{b,er Fe tal ep tc.e,) =—0, 
上 
1 四 十 二 0， 《人 名》 
将 土 趟 取 写 为 
QZ ri pe Ca 上 2 十 26 
因为 ei 肌 e: 站 共 线 ,由宇 内 1 扒 记 2 可 得 


上 和 Uy; 《 Ey 
dt bs =U, ii} 


让 ( 怀 ) BB) 及 (C1 知 , 1， mi n 有 非 零 解 的 充 要 条 件 县 
‘1 1] 1 


又 ee | 
| 
jb oa 站 ul dy ot 


因为 定理 2 要 求 凡 和, % 孝 未 是 等 , 阁 所 求 的 充 要 条 件 是 : 上 面 三 阶 行列 
式 为 堆 ， 有 U1 bi, Ca 尖 趟 相符 ， 


名 : 亿 ” 共 画 向 量 


仿 澡 共 线 向 量 的 定义 和 性质 , 村 于 共 面 向量 ,有 
”定义 如 果 一 组 问 量 者 与 一 个 平面 平行 :守则 称 它们 基 
共 面 的 ， 这 些 同 宇 纹 帅 做 共 面 向 至 ， 8 

定理 3 若 : 个 非 鹤 向 量 @, 
c 中 投 有 两 个 共 线 ， 增 它们 共 面 的 充 
要 条 件 是 : 

C= LU gd. i 

这 里 p, 9 基 出 如 ,名 用 6 蜡 一 确定 的 
两 了 非特 揭 吏 ， 网 全 人 

i; 1， 必要 条 件 将 @，6, 6 都 平移 到 以 CG 为 逮 点 


os ee le ee hy 


[ 注 」 办 表 寺 问 量 扫 育 向 线段 与 一干 夯 十 六。 


的 一 个 平面 内 (网 人 25)， 半 人 C 作 4 和 0 有 8 的 不 行 线 与 08 
和 OR 分 别 交 于 8 和 本， 干 是 141'= pq 0B'~05， 这 里 p 
9 都 不是 帘 ， 故 有 CO. 44 OF -pe fgb, 如 
c= pi on. 
如 果 别 有 … :种 方法 将 e 写作 
p'q -9. (8) 
比较 (相生) 得 WP)G+ 9-906 一 0， 由 定理 1 推论 3 
即 得 7 好 -0 97 9 一 9 卜 人 中 的 了 和 9 症 叭 一 确定 的 . 
2. 充分 条 件 “ 设 zz 关 0 5 人 目 不 共 线 , 于 是 如 d 一 pm 
和 和 万 厅 -- 75p 关 n，7 尖 个 必 不 共 线 ， 由 于 (7 成立 ， 可 知 e 必 
是 以 Q4' 和 OF' 为 郭 边 的 平行 四 边 形 的 对 角 线 记 形成 的 向 
最 ， 改 必 和 全 必 共 面 
推论 ”和 营 二 个 非 霍 问 量 四 B,C 中 没有 两 个 共 线 ， 则 它 
们 共 面 的 充 昌 条 件 是 ; 在 在 基 人 都 和 下 是 去 的 数 和 ?2 、2， 和合 
Ua 2 有 TIC 一 0 
定理 有 汪 个 非 零 向 量 @, & ee 共 面 的 充 要 条 件 是 存在 
三 个 不 都 是 零 的 数 6 rm, ,使 
Limbinc -0 (6 
【证 4， 必要 条 件 {1) 没 , b,c 中 有 两 个 共 浅 ， 全 
再 与 58 亲 绩 ， 则 由 (2) 式 知 二 十 m3 一 Um)、 故 ( 信 ) 
式 成 亦 ， 其 中 9, 0 一作. 
(2) 设 . B,C 中 没有 两 个 共 线 , 则 由 定理 8 的 推论 可 知 
(6) 式 成 立 , 是 [Nm 天 0 区 作 
2， 人 完 分 亲 件 (1) 说) 或 成 立 , 且 1T=0, ni 一 0, n 和 0, 
此 于 c= 迪 不 合理 . 
(32) 设 人 起 磺 立 ， 日 1 六 关 人 nm 一 1 则 下定 理 1 的 
瞧 伦 二 可 乔 征 与 旭 虑 线 ， 因 时 8, 如 利 e 上 共 而 , 


(3) 设 (6) 式 成 立 ， 且 10, m0, 2% 关 0 则 由 定理 3 的 
推论 可 知 ga, 8 c 上 共 面 ， 了 

推论 ”三 个 非 零 身 晴 @，58，c 不 共 面 且 适 合 (6) 式 ， 则 
l= m=n=0. 加 

定理 5 空间 四 个 不 同 的 点 4, BC D 中 没有 三 个 共 
线 , 则 它们 共 面 的 充 要 条 件 是 存在 四 个 都 不 是 零 的 数 Pp, 9; 了 7， 
人 

pA oPBirC, sD-0 pigtr+s=0). 《7) 

【证 】 四 个 点 4, B, C DD 中 没有 三 个 共 线 , 即 48, 40， 
4 万 没有 两 个 共 线 、 因 此 ,四 点 4, B,C, DD 共 面 的 充 要 条 件 
是 AB, AC, 4 方 共 面 .由 定理 3 的 推论 , 得 74B+mAO nA4D 
0, 1, m, nn 都 不 为 0, 好 BA)T+mC—A4A)+n(D— 4) 
一 0 或 (Z+m+n) A-iB-mC—nD-_0 到 vw-ltm+n, 
qg=~—l, T= -mm 3- -nn 则 wg 二 7 二 8 二 0， 且 Dp, 9, ?8 
都 不 是 0， 于 是 习 ) 成 级 

推论 ” 设 四 个 点 4，B, 0, 了 不 共 面 , 且 适 合 | 

pATgB+irCtsD=0 (p+ogt+ri+s—0), (8) 

则 Pp~g"7—s=0, 

*[ 例 3] 如 图 2-26, 已 知 划 , BB, 0, DD 四 点 共 面 , 如 果 4B 和 CD 
交 于 万, 40 和 BD 交工 加 试 求 吾 积 三 的 位 置 向 是 ， 

解 ， 册 人 7) 得 

OP-pA :417B=— (riOTsD). 

这 里 B+9 二 一 《7 二 8}。 如 朱 取 P+4== 一 (x 
8) = 刚 由 (8) 可知, 4A,B 及 PP, C,D 
必 共 线 .。 内 下 卫 就 是 4B 和 CD 的 交点 五 ， 


OF =pAinB, p+ 人 I=1, 
或 OE (rC+aD), ys= —1,! 


局 理 可 得 
OF=~pA+rO, m4r=1, 
Ed . OF= — (9B+sD), 9+s~ 一 上 
注意 ” 判 用 未 章 第 十 节 例 3 可 将 六 9 +， 3 用 4, B,C, DD 表示 ， 


各 ' 有 向量 的 分 解 


前 面 已 经 看 到 ， 如 果 疯 量 @&, 6 不 共 线 ， 则 它们 所 在 平面 
上 的 任 一 非 零 向 量 7 根据 (5) 可 以 写成 
r= P91 9b. (9) 
而 且 这 种 表示 法 是 唯一 的 。 这 祥 的 向 量 ? 称 为 ga. 台 的 线性 
组 合 ， 或 者 说 向 量 Y 分 解 成 了 两 个 网 量 : - -个 是 平行 于 @ 的 
pG; 另 一 个 是 平行 于 6 的 945。 特殊 情况 ， 如 果 了 与 @ 平行 
时 , 则 9 一 0; 如 果 9 与 如 平行 时 , 测 p= 0， 
将 这 问题 扩展 , 则 有 下 述 定理 ， 
定理 6 ”如果 疝 量 @&，&，e 不 共 面 , 则 任意 非 零 向 量 7 可 


写成 

rpataobtse. (10) 六 
这 里 妈 9，s 是 由 @. Cc, 了 唯一 确 
定 的 . 


[证 】 将 @, 56, < 及 7 部 下 移 到 
同 … 妨 点 0 (图 2-27), 而 成 向 攻 04， 
OB. O00 ROR. 

如 迪生 针线 、 则 有 ?=x 图 2-27 
7 天 90， 持 时 9=8 一 0。 问 理 可 有 gz¥0, 3=%p=0D 或 8 天 0, pg 
一 0 的 情况 ， 

如果 ?与 86. C 共 面 但 不 与 5 或 cC 共 线 , 则 

?= 9g8+i+sc, yA0, s#0, 
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此 时 Pp 一 A。 合理 可 有 有 wt 《0, Pp 天 0 枉 3~=0, Pp#¥0, gw0 
的 傅 况 . 
上 述 情 兄 ， ,过 到 点 作 习 修平 面 分别 与 9 oo， oo 


一 -> 


也 DF i 0. sO -oDB a06. 
Fh . -pb ee. 
如 果 玉 可 以 写作 男 一 
rT-matorersc, 
特此 硝 式 相 沽 ,得 
CPP- Nb C8 SC 
但 @, 如 ,ce 不 共 面 . 根据 定理 半 扒 沦 , 则 得 到 一 二 0, 9 一 六 
一 0, s 一 s' 一 0、 因 地 pp,，9.s 是 唯一 确 下 的 . 引 
内 以 上 定理 豆 知 : 如 果 @，B，c 是 三 个 不 兴 而 的 向 量 ， 则 
任意 -一 个 间 量 * 前 可 以 写成 ,5 c 的 线性 组 合 (10)， 或 说 
儿 可 以 分 解 为 三 个 向 量 , 它们 分 别 与 多 CC 共 线 ， 而 且 这 样 
的 分 解 是 叭 一 的 ， 
推论 已 知 四 个 向 量 全 B,C, 有， 则 必 在 在 不 都 是 零 的 
数 P, 9, ?7，5 使 
at+ob+i+rersd=0. (11). 
证 明 可 分 两 个 共 线 、 三 个 共 面 、 荐 不 共 线 又 不 共 面 诸 情 
况 ， 作 为 习题 , 留 给 读者 自 证 . 


“ 驴 '44 向量 的 相关 性 
本 节 从 代数 和 角度 讨 记 一 组 向 是 间 的 关系 ， 从 而 将 前 面 的 一 些 结 果 
定义 妃 苔 ni 河沿 时 1, 2 * ,nl1), El 区 午 荐 水 者 是 零 
的 2 个 数 A1, Do, | 六 an ， 壤 


人 Tegf 十 入 05 +t EA, —0, (42Y 
则 这 个 向 最 就 称 为 线性 禄 关 ， 上 反之 , 车 等 式 (12) 仅 限 六 
Jf 一 和 于 

时 才 ' 成 立 ， 则 这 个 向 量 就 称 为 线性 无 关 ， (12) 的 左 器 叫做 wy orz， 
… 的 线性 组 会， 

厄 据 线 侍 相 美的 定义 可 以 推出 ; 

定理 7 向 量 al， 6，.… a 线性 相关 的 充 妆 条 件 是 这 入 个 向 量 中 
的 一 个 为 其 淄 人 -了 个 的 线性 组 合 . 

[证 ] 设 tt ws， en 线性 相关 ， 则 《5123 成 立 ， 从 而 ja )a，…， 

中 至 少 有 -个 不 是 零 ， 如 果 二 0 刚 (13) 可 写成 : 


2 No A; 
,二 ~ 1 弛 3 一 4 二 Lo 
A 人 ; 
Ail n 
it 
大， s+ A nh, 


即 知 a; 是 qi, G2， ae "etn 的 线性 组 合 ， 
之 ; 如果 @ 是 eic 4 1 4.r19'''; tn 的 线性 组 合 , 即 
三 一 3 十 力 2 上 六 
A 
全国 = 一 二 即 得 (1I2). 和 
出 宇 义 还 可 由 推出 : 
定理 8 一 个 向 量 线 性 相关 的 充 要 条 件 ; 它 是 一 -个 零 向 是 ，。 
由 和 定理 工 推论 1 可 挫 得 . _ 
定理 9 两 个 非 零 向 是 线 竹 相关 的 充 要 守 件 : 它们 是 共 线 向 是 ， 
由 罕 理 半 可 摸 出 ， 
定理 10 :=. 个 非 学 向 量 线 生 人 关 的 充 亡 条 件 ， 它们 是 共 面 向 量 ， 
由 定理 6 的 推论 可 推 得 : 
定理 芋 -四 个 非 符 出 晤 必 线 考 相 关 . 
这 本 个 定理 的 证 明 , 作为 练 本 留 给 读者 .， 


可 题 号: 与 | 
1， 站 国 中 表 才 :的 两 个 平行 平面 和 诗 洗 向 量 中 ,指出 哪些 是 共 线 的 ? 哪 


了 


La 


耳 汪 ， 
【+， 
35。 求证 空间 四 个 点 和 44、 B.、 Oo、 D 共 面 的 充 要 条 件 是 : 存在 四 个 不 都 是 


. 已 知 &a 和 6 共 线 ;5 和 c 共 线 ， 沿 4 和 cc 是 


， 已 知 &、 3、c 共 画 ; c、d、e 共 耐 , 门 we.c、e 


， 已 知 了 与 < 此 线 ， 求 3 与 六 共 线 的 


些 是 其 面 的 ? 


否 洪 线 ? 


设 4、.B,.C、D 相 点 直面 已 知 A2.CD 
共 线 , 回 AC .BD 证 到 共 线 ? AB、 BC'、 OD 


充 要 条 件 ， 习题 2.5 第 1 是 
设 两 个 韭 怜 向 景 et 和 es 不 共 线 , 试 确定 及, 使 两 小 向 量 hal 二 82 各 
ei 十 Ke2 共 线 ， 


. 设 三 个 非 零 应 量 eta、ea 和 ea 不 共 面 。 求证 两 个 向 量 @1 十 8&2 十 es 和 


oe -ez 十 ea) 此 线 , 其 看 忆 到 0， 

设 两 个 非 零 向 量 ET 和 es 不 共 线 ,如果 AB= 21 十 ep， BU= =221 0% 
0 二 3(e1 一 ea) ， 求 证 4, 昌 , DD 三 点 蒜 线 。 
设 两 个 非 零 向 量 my es 不 共 线 ， 如果 了 P 一 el es AC 201 + Bes, 
有 AD=3(@1 一 es)， 上 求证 44, 2,0, DD 中 点 共 面 。 


， 设 三 个 非 零 向量 et1、e2、es 不 共 耐 。 又 设 Q=e@2-es, 了 一 es 十 @1, 


c 一 上 十 ea， 问 五 一 ce 一 ao a-b 是 否 共 面 ? . 

(1) 已 知 忆 、 上 4、B 三 个 点 , 匡 有 P=14 二 mB. I?m 二 0, 求 证 PV AB 
共 线 的 充 双 条 件 是 1 二 惫 = 二 | 

(3) 已 知 酚 个 点 和 与， 求证 此 两 点 所 在 直线 上 的 任 一 点 的 位 置 
向 量 可 以 穹 成 [4 十 入 好 ,7 +m 一 1. 


(人 (d) 已 知 P、4、 B.C 四 点 ， 且 有 P= 1A+mB+nc, tmi 冯 0Q0， 求 


证 P、 4、B、 0 共 面 的 充 要 条 件 是 了 十 认 十 天 一 工 

(2) A4BC 求证 此 三 角形 所 在 平面 内 的 任 一 点 的 位 置 向 量 
可 以 写成 [性 村 入 吾 十 2 ?tmtn=l, 

Rt 

求证 (<3) 涉及 ( 门 式 的 位 置 厅 量 与 始点 选择 无 关 ， 
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零 的 数 PP、 9、r、s， 鹿 他 ) 式 上 成立 . [提示 :， 如果 了 、 五 、O 共 线 ， 则 
Pp 0, Q 亲 0， 六 寺 人 s=.0, 其 它 三 点 共 线 的 情况 也 同 . 如 轨 也、 号 
局 、 呈 中 没有 有 王 个 打 线 , 则 上 到 0, g 闻 0, ?地 0, 5 守 0.3 


"16; 谈 0 为 正 4 边 形 4144…Ahs 的 中 心 ， 求证 局 04:=0， [提示 ， 


041+04=203, 式 个 身 最 等 式 相 加 .] 


“第 六 节 ”向 量 的 线性 运算 在 初等 几何 上 的 应 用 


研究 初等 几何 ( 欧 氏 几何 ), 一 般 来 党 有 三 各 方法 ; 一 种 是 在 中 学 里 
开始 阶段 学 的 综合 法 ; 一 种 是 在 中 学 后 阶段 所 学 的 坐标 法 , 这 是 中 学 解 
析 几 和 何 所 采用 的 方法 ， 还 有 一 种 方法 就 是 向 量 法 。 前 面 我 们 已 经 看 到 
了 用 向 量 的 线性 运 划 解雇 较 简 单 的 初等 及 何 问题 本 节 将 通过 一 些 全 
题 来 说 明 用 高 量 解决 较 揽 杂 的 初等 几何 问题 ， 可 以 看 到 用 向 量 解决 问 
题 有 时 是 比较 简捷 的 . 6 

【全 1】 永 证 三 条 高 线 共 点 ,此 点 码 重 心 ， 当 三 个 顶点 的 位 置 向 量 
已 知 时 , 求 恒心 的 位 图 向 其 ， : 


i os ee AD AD RD 
F 图 2-28 gRB= 全 g 口 一 二 一 ,， 故 得 二 -~ 一 
人 1 图 由， t B BF’ eo CD? 故 得 C1) 
BC 9 站 (]$) 可 得 
tg 8- 荐 第 由 站 (3 醋 坦 ， 
BD 
7 DC BigB:oteo 
L202 IB B+tgC 
CD 


a ee NR 
AD YN 册 i 4 oe — a [zy . 怪 ， 
在 高 线 4D 上 取 一 点 刀 , 使 条- 过 呈 二 性， 于 申 ， 
ye 
i tHD” AtgA+BigB+Ctec 


A t+ 纶 Bit0 


同 理 可 证 , 鼠 也 在 高 线 BE 和 CT. 上 ， 因 此 三 条 高 线 共 点 于 甘 , 生得 出 
位 置 向 量 0 妨 ,】 


已 


2 28 图 2.29 
【到 3] 以 知 避 3441424s 及 不 竹 边 上 的 任 一 点 二 ， 设 司 是 五 关 于 
34a 的 对 称 占 ,同样 于, ;是 Pi 关于 4a 的 对 苯 ; 点 ， 上 3 是 Pa 关于 3 的 
对 称 点 ，DP 是 上; 关于 41 的 对 称 点 ，Ps 是 Ps 关于 4s 的 对 称 点 ,Pe 是 
Ps 关于 4 的 对 称 点 ， 求 证 Ps 与 书 相 重合 . 
【证 取 不 在 全 4:4s4ds 的 边 二 一 反 台 为 交点 (图 2-39)， 于 是 查 
-OP 中 ,Cd 是 中 线 ， 
功放 24A1- .PtP, FH P:—2.A:—P. 
同 祥 地 ， P;=24A;—P, Ps =2A4A,:-P,, P,~—2A1— P;, 
P:=2/;— Pi, Pe: 24A;—P,, 
将 已，P;，P; 相 加 ， 
Pi+bP;-+P.=—20di-t A + ds — (P+ P+ P); 
. 将 妃 ，P;，P, 要 坟 ， 
P-L Pt P= 2041+ 有 ;二 三 ;一 (Py+ Pi+F\, 
将 此 两 式 相 贼 ,得 天 一 已 即 Pi 与 P 让 点 信 ,，】 
【 例 引 已 知 一 个 平行 六 面体 , 取 半 一 顶点 的 三 楼 及 对 和 角 线 ， 这 其 
中 的 两 棱 及 这 条 对 总线 为 棱 , 划 记 已 知 顾 点 次 公共 顶点 , 作 汪 个 平行 六 
面体 ， 每 个 平行 六 曾 体 过 此 顶点 的 对 治 线 为 楼 ， 再 作 一 个 -十 行 六 面体 . 
求证 过 公共 顶点 的 对 骨 线 必 落 在 已 知 主 行 六 面体 的 对 角 线 上 ， 且 是 站 
长 的 五 上 。 | 
【十 】 在 图 2-13 中 分 别 呈 OP 68, GC; GP, G0, G4 GF, G4， 


OB 为 核 , 作 三 个 平行 六 面体 ， 和 县 它们 的 对 角 线 是 OU, 0F, 下， 再 以 


OD, OV, OP 为 楼 , 作 一 沾 平 行 六 面体 ， 它 的 对 角 线 是 08、， 二 是 由 第 
二 节 例 3 可知; FE 
OP -0A+ 554+ 00， 
OOP OPO HAOB +4 D+ O100, 
故 OD4+2(0FB+ OCG), 同 理 
OF 08 19000A4), OF = 00 +2041+ 08). 
将 叱 三 式 相 加 ,得 
CO- P+OF+OWB=502+4 OB+O0), 

所 以 689= 50P， 寺 是 得 证 . 了 

【 例 4] 梅 尼 劳 《Nenelans) 定理 
在 入 4BC 的 三 个 边 BC，CA，A 办 或 
其 延 线 上 分 别 取 荆 , 如 ,NN 三 点 ， 又 分 
比 是 


\ BL ,_CM ,_AN 
TO’ HA "NB: 
于 是 上 ,对 ,WW 宇 点 共 线 的 充 要 条 件 是 Mv 一 一 1 


【证 】 i. 必要 条 人 御 ” 我 们 有 


_ B+AG 三 二 LA _ A+rvB 
Nr +p 7 i 


如 果 工 , 冲 ，N 三 点 基线 , 则 由 第 五 节 (3) 知 
人 全 


工 十 入 工 十 太 工 十 也 {A) 
{十 坟 十 二 人 4 7 都 不 等 于 0， 
即 有 - . 
Bh 4 nn» ,1 7 ) ff 3712 j 本 
(放生 + ) . 1+w 1+ 入 2 人 oat 
CB) 
由 人 第 五 节 定 理 4 推论 知 ， 
okt 7 np ? I ， 入 
- ”一 一 
上 十 由 了 ”THe TiA 7 TT 0, (0) 


此 为 , 如 知 , 艺 的 三 元 齐 次 方程 组 有 非 零 解 , 则 


一 89 --- 


i 0 i 工 六 
i+w lm 
1 2 至 
了 十 , 于 十 0 
让 T 
7 
芝 开 符 四 . 
A 一 CD) 
由 (C0) 的 前 两 式 得 
min—urt+A) li mr) 
= -iit ml +r), LE) 
瑟 有 20 0 


2， 充 分 条 件 ” 设 4D) 成 立 , 则 fcC) 和 有 非 零 解 ， 且 由 《也 ) 知 \ 吾 ) 成 立 ， 
故 工 、 好 、Y 二 点 共 线 ，】 
[他 5】 塞 互 “Cova) 定理 在 人 4BC 的 三 边 B0, C4，4P 或 其 
延 线 .上 分 别 取 工 ， 1 六 三 点 (图 331)。 又 分 比 是 
BL Cu “AN 
二 了 Fr 好 一 再 可， VF 


于 是 起， BEY CN 三 线 共 点 的 充 要 条 人 性 是 At = . 
【证 ]】 i， 必要 条 件 ” 设 4L, Bl, ON 共 点 了 科 P， 以 了 为 始点 ， 
则 五 4 4, PB8=B, PC C， 导 是 就 有 二 


A 


BL=xA, BPY. M=yB, 
FV- N20. D2 bi 
由 习题 85 第 二 是 ,有 P-14+mBinC, 这 里 也 < 


1，m, ?是非 霉 常数 ， 但 P--0,， 故 有 144mB AP AN 


2C_0， 将 4 用工 表示 ,就 有 
二 L+mB+ncC-.-0. 图 2-31 
二 A: 王 4 
| "二 占 什 省: 一 | 处 二 一 一 一 一 一 > 
担 B, 荆 ， C 三 点 此 线 ， 故 有 克 Tn +1 0. 中 于 1 十 位 页 以 
过 mH- ne 
起 十 兹 1 
BL _» Er; 4 《3 | 本 JW WN 十 矶 拱 
寻 知 i 辣 理 可 诗 WA Ni’ NB tL» 于 是 推出 


BL CMU. AN NL mL 


oO MA NB mn 1 Ee; 


,充分 条 禾 设 有 hv 二 1, 有 4L， BM 交 于 P。 辣 上 订 证 ， 
mBItnC Wy no-iA 


7 二 7 ntl ” 
1 723 
和 =. 志 , 有 = 二 碳 二 
故 此 7， 玖 有 
772 
六 二 ee iA+mB_._ 0 
] .22 t+ ne i+" 
J 


从 而 知己 隐 C 共 线 ， 于 是 4 BM, CN 共 点 于 中 


习 题 2:6 
1. 说 44BCD 是 一 个 平行 四 边 形 ， 且 加 为 4B 的 中 点 ， 求 证 40 和 


DE 互相 三 等 分 . 
32。 以 平行 六 萝 体 的 一 个 顶点 为 始点 ， 沿 三 个 核 作 向 量 。 求 四 东汉 角 
线 问 基 ， | . 


3， 以 平行 六 面体 的 一 个 顶点 为 始点 ， 沿 三 个 相 邻 面 上 的 对 角 线 作 三 
个 向 基 ， 求证 三 同 量 的 和 恰 是 以 同一 顶点 为 始点 所 作 的 平行 六 询 
体 的 对 角 线 上 的 向 量 的 二 倍 . 
4. 已 知 四 面体 04BC， 当 4, B,C 已 知 时 ，(1) 求 其 它 各 个 楼 向 最; 
《2) 冰 4BC 打上 的 中 线 向 量 ; (8) 求 向 量 0G， 这 里 G 是 人 4BC 的 
重心 ; (4) 如 怀 O5,， OC 的 中 点 是 P、@、 RR; B80, 0, 48B 的 
中 点 是 是 4'、B'、C'， 推 束 PT, 0B’” 和 RC 
ep i te 八条 ， 试 证 它 
们 必 共 点 。 
6. 已 知 入 4BC， 又 知 卫 点 与 A456C 的 三 个 顶 都 不 相同 。 试 作 三 个 
平行 四 边 形 PBLC, PC 开 4,， 忆 4AB， 宋 证 47，3 红 ，CRN 将 二 入 
*7. 求证 三 角形 的 三 条 内 平分 角 线 共 点 ， 此 点 叫 内 心 。 当 三 个 顶 的 位 


85 一 一 


四 向 本 已 知 时 , 求 内 心 的 位 置 商量 . 
[提示 : 铸 考 第 四 方 准 3,] 

“S， 仿 开题 求证 三 镶 形 的 一 条 内 平分 角 线 与 两 个 所 对 外 角 的 平分 前 
线 夫 点 ,这 点 时 信心 , 共 三 个 .并 求 伴 心 的 位 置 向 量 . 

*8， 已 知 四 面体 4PCPD 和 和 任 -点 PP， 又 P4，PB，PO， PD 与 BOD, 
4407D， 44BP dB 四 个 平面 分 别 交 于 妇 ,，B', 0",，D'。 求证 


Ta PB FO PD 4 
A HBH Oe Hn 


[提示 ; 生出 4',B', C',D' 的 位 置 向 描 , 再 分 别 写 出 4 和 ,BB, 0, 天 
4 B', CC DD; 4, B,C", D; #4, B,C, DP' 共 面 的 条 件 .上 

"10， 在 梨 五 节 全 3 中 ， 设 AD 和 EF 交 于 G,， 求 G 的 位 癫 向 伍 ，[ 提 
示 , 0G ~ad -HBD=y(n4A149B) -5(pA+9C)，, 这 里 a+B=1, 
?十 6 一 1 ] 


第 七 节 向 量 的 分 量 


前 而 我 们 已 经 给 出 了 向 量 的 几何 表示 ， 并 介绍 了 向量 的 
线性 运算 , 而 这 些 运 算 实 质 上 是 儿 何 运算 , 它 上 共有 一 定 的 局 限 
性 , 在 很 多 问 题 上 是 不 够 用 的 .。 在 木 节 中 我 们 村 进 向 量 的 另 
一 种 表示 一 一 代数 表示 , 也 就 是 向 量 的 分 晤 , 证 是 向 量 的 运算 
就 转 为 数 的 运算 , 从 而 可 以 利用 坐标 来 研究 向 量 . 

设 有 平 商 直角 坐标 蒜 Ozy ， 

《图 2-33)， 在 两 个 坐标 轴 的 正 岗 | 

卡 , 分 别 取 两 个 单位 同 景 于 和 也。 | 

设 平面 内 有 一 点 了， 则 由 第 五 节 了. 

(9) 式 可 知 : 于 


P= ?i yf. (1) 区 
这 里 > 和 X 时 然 避 旦 已 的 两 4 从 图 3 32 


怀 ，( 提 式 就 叫做 向 量 如 的 代数 表示 , zw 和 叫做 它 的 分 量 或 


-一 RS -.- 


坐标 . (1) 式 有 时 也 记 作 大 = {z, y}.、 向 量 的 分 量 是 与 坐标 
系 的 选取 有 关 的 , 但 付 标 系 是 由 0, i, 了 来 确定 的 .因此 我 们 
把 党 标 系 也 记 作 Ci7，、 并 把 强 了 叫 役 基 本 了 向量 或 坐标 向 


国 232-83 


局 理 在 空间 直 前 坐标 系 的 秒 标 轴 上 取 三 个 单位 向 莉 

了 于 也 叫 基 本 向 量 或 坐标 向 量 . 由 第 五 节 (10) 式 知 ; 
人 2 (2) 

这 叫 商 量 如 关于 坐标 条 Oi 的 代数 表示 ，%、y 和 % 叫做 它 
的 分 醒 或 坐标 。 (2) 肖 时 也 记 作 = {zw 人。 由 第 一 率 第 
三 节 知 zy 和 % 就 基 帮 的 一 组 方向 数 ， 显然, 符 商 量 的 分 最 
都 是 零 . 

利用 (或 2)， 就 本 以 将 半 面 或 空间 点 的 化 标 与 位 置 疝 
量 的 分 量 相 沟通 . : 

堪 和 在 研究 向 量 人 时 汗 

PP,- = Cad po gk) 
二 :~ (i — 2 YT + (ag) Re, 
我 们 也 将 如 一 加 二 下 级 一 执 = 了， 为 一 入 二 如 岂 艇 Pp, 的 分 


nie B7 -、 


量 责 Ss 人 .六 和 ZZ 就 是 BP 人 坐标 轴 世 的 射影 
欧 大 小 ， 汪 起 : : : 
TE EL -| Zk. 3 (3) 
有 时 也 记 作 Pd% 一 {A,， 了, 2}. 

为 一 般 起 见 ， 下 测 仅 天 027 和 4 来 斌 究 ， 至 于 人 227 的 情况 ， 
作为 练习 留 给 读者 汶 上 处. 

设 有 两 个 回扣 区 = 一 fa ao as 和 划一 人 B04，Br，6s}。， 和 如 果 
它们 褚 等 , 也 就 二 

Gd 过 十 Ge7 十 Ca 形 = DBo7 二 Da 在. 

欧 项 得 ; (a OE (a DoF + (80s — bs) k=0. 
在 第 五 节 和 定理 芷 推论 ， 得 到 = 及 ,ps 一 bo G3 一 03， 反 过 来 也 
成 立 ， 于 是 有 

定理 1 尊 个 向 景 相等 的 充 要 条 件 是 对 应 分 虹 相 等 . 

将 向 量 区 - tai， ao，cal 和 如 = {81，5s，6s} 相 吉 或 和 相 减 ， 
则 下 加 法 交 救 律 以 及 数 与 科 法 的 第 一 类 分 配 律 , 得 

Gtb = (a asf oak) + (D+ bef + oak) 
= (ai 士 0 (gsi b+ (0 tt3) kK. 
于 是 5 士 如 的 分 明 就 是 Qi1 土 1，Qs 土 52,， Qs 土 53， 上 从 而 得 
定理 2 两 个 问 景 的 和 或 差 的 分 量 等 于 对 应 分 量 的 和 或 

再 作 数 乘 向 其 ， 利 用 数 与 向 量 乘法 的 第 二 类 分 配 律 ,有 
MA = a Ff Ak) ma meas? meask. 
于 是 mg 的 分 量 就 是 maa， ms, aas， 从 而 有 

定理 3 当 向 量 乘 上 一 个 数 时 , 它 的 每 个 分 最 都 葬 上 这 
个 数 ， 
利用 (I)，(2) 和 (3)， 当 O27 或 027k 选 定 后 就 可 以 将 一 
个 问世 等 式 分 别 化 为 两 个 或 三 个 会 合 标 的 等 式 ， 例 如 第 四 节 


BB - 


的 定 比分 点 公式 i457 在 坐标 系 Oijk 里 取 9 En »)， Tae 
4，2)，Pa (v2，Y2，X2)， 则 得 | | 
Prt yd th, P= wot yaf tk, 

PP— vily tek. 

于 是 有 


> Pi py Si) + (Si) (He 
4 二 2/ 了-Fz 天 一 ( 人 了 十 二 


利用 定理 T， 也 就 是 比较 立 多 无 的 对 应 系数 , 则 得 


W1T 十 人 人 22 V1 二 Aya a 21 十 -入 &2 
1+A “” 荆 十 六 I 十 入 


这 正好 就 是 第 一 章 第 五 节 里 的 公式 (2). 

[ 例 1] 设 入 4BC 的 顶点 坐标 已 知 , 求 重心 G 的 坐标 . 

解 ， 利 用 习题 2.4 第 1 题 G= 记 (4+B+C). 

Ta 站 Oi 里 ， 由 本 (ed Ca)， BO b2), O (63, Cao) FC, 
92) 得 44=oii+as7, B= 61+ 07, 人 一 ci 十 Cs7， G= gt + a, 
从 而 得 


giit go = [ort bt oD)it 《ca 十 Da 士 oo) 廊 ， 
比较 己 7 的 对 应 系数 , 有 


Wi== 


92 一 可 (za 十 加 士 o)。 


2. 首 Olyk 里 ， 出 A {las Ca, ca)， Bs, bs, 03,, Ces, 
ba, C3) ， Gt (gs, 92， ga), 辐 理 可 推 得 


ga 一 到 (二 D1+01), 9 一 访 (G2 62a+02), 


[ 例 2】 巨 知 入 4BC 和 和 顶 角 全 的 内 平分 角 线 47， 当 
顶点 坐标 已 知 时 ， 求 4 的 分 量 ， 
解 ， 利 用 第 四 节 例 3 的 
2 了 DAB- eA 


2 
1. 在 0 里 有 (6i、 02), BLBi, ba), O (es1. 03), 因而 得 
ee 1 . wh - ， 
4 克 - -一 一 {2[(h -Qt 十 (ps 一 Ca) ] 


po 
-+efic ee QF- (eo Ga) 中 
~ {bo Toler— an]: 


-| 2 (ps 一 rs) -toa 02) 1. 
故 4b 的 分 量力 


[5st (一 enD +o —as)], 


1 cbs 0s) +olos- oo) 


2. 在 OIk 里 有 A a, Cp, as) > 五 (Bl， ba, ba) » Ces Ca 
03)， 同 理 可 以 得 出 4 也 的 分 晶 是 : 


| 了 [Bb {Ps -- 01) A a1) 1, 

A 
Bie (Oa 9 tal), 
1 


i [8 \ba— as) -efos 一 ca)] | 


注音 ”从 这 两 个 例题 可 以 看 出 ， 向 量 等 式 不 论 存 平面 或 
心间 都 是 一 样 的 ， 可 是 用 坐标 写 出 同样 性 质 的 公式 就 要 分 别 
注 明 , 这 是 向 量 等 式 的 一 个 优越 性 ， 另 一 方面 , 一 些 空 所 问题 
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用 坐标 直接 推 求 其 比较 困难 的 (如 例 1 或 例 办 。 而 先 用 向 量 
解决 , 青 化 成 坐标 表示 , 却 是 轻而易举 的 事情 , 这 又 是 用 向 量 
的 一 个 优越 性 . 


th 


“0， 


习 题 2:7 


， 设 4 二 代 , 2, 3!:, 一 寺 ,， 5, 从 ， 求 ga 土 b, Ag 土 4b, 这 里 入 ,凡是 


设 各 = {a tt2y qd,}, 可 与 -=- {or, Cos cs}. 求 B 

.将 第 五 节 定 尝 1 的 推论 二 和 定理 2 化 成 坐标 形式 . 

-将 第 五 节 定理 3 的 推论 和 定 运 g 化 成 坐标 形式 . 

.已 知 三 个 向 量 a=13, 一 2, b={ 一 3, 1}, c=~ {7, 一生 ， 试 确定 


这 三 :个 向 量 中 每 一 个 关于 其 它 两 个 的 分 解 式 . 


， 已 知 吧 个 向 是 4 一 人 2, 1, 0}, b= 全， 一 1, 2}，ec=={2, 2, 一 二 


d=1{3,7, ~ 1. 试 确 定 这 由 个 癌 量 中 每 一 个 关 寺 其 它 三 个 的 分 
解 式 ， 


， 已 知 平 行 中 边 形 4BCD， 如 果 4G 一 {al as， oie BD {tb bo, 


bs}, 求 AB, Bi', GB 和 D4. 


已 知 之 十 石 C 及 其 三 边 中 点 分 别 是 4',，B', 0'。 当 三 顶点 爸 标 已 


知 时 ,证 明生 二 BB C00, 


， 判 断 下 列 各 组 的 三 个 向 性 四 b,c 是 否 共 画 ? 如 果 共 面 ， is 和 


表 成 qa, 了 的 线性 组 合 . 

(1) a~ | sea2 5ec2 晶 世上 b= sin 8, —tg*6, 说 cx {1, 
1, 1}; 

(2) a=11, 0, G0, b={0, 1, 01, c= id, 0, 3}, 

在 窗 同 有 个 质点 P(X #25) (= 江 ,，…, 1， 每 个 质点 的 质 昌 
分 别 是 ?44。 推 六 这 站 个 质点 系 的 质心 的 位 置 疝 量 的 分 量 ， 
【提示 : 参 晤 第 和 章 等 五 节 则 8 以 及 几 学 的 一 个 人 性质: 两 个 质点 的 
质心 位 于 两 点 的 联 线 上 上 且 它 积 两 点 间 的 距离 与 此 两 质点 的 质量 
成 皮 比 例 ,] 


= 


er 一 ”vmwarev 一 一 -mimeri ve 


8B:1 两 向 量 的 数 乘法 


本 节 引 进 向 癌 量 的 一 种 乘法 。 这 里 关于 两 向 量 @@ 
6 的 夹 角 4 一 章 第 三 节 中 两 条 射线 夹 角 的 规定 是 一 
样 的 ， 于 是 Oa 全 TT, 


ab l(ab). 本 市 农家 第 一 种 估 、， 按 定义 ,于 是 有 
be ab eos(@. by (1) 
在 这 里 应 污 莫 点 个 向 最 的 数量 息 是 -一 个 数 是 ,这 就 是 在 人 积 ” 
的 前 面 加 上 数 县 -二 学 的 原因 ， 下 面 可 以 看 出 从 公 趟 (万 扒 
网 一 些 性 质 与 在 中 学 所 学 过 的 一 些 内 容 以 及 本 书 第 一 章 中 
用 垄 标 推出 的 -- 些 结果 是 完全 一 致 的 , 这 就 说 明 对 (了 D 这 样 的 
规定 是 有 意义 的 ， 而 由 人 1) 及 由 此 推出 的 -- 些 性 质 在 方 学 、 工 
程 技术 中 对 简化 问题 是 很 有 用 处 的 ， 
注意 ”我们 须 把 中 学 代数 里 的 两 个 数 与 五 的 乘积 扫 
或 % "引用 普通 字母 泰 示 ) 与 这 里 的 两 个 向 景 g 和 6 的 数量 积 
qb (用 粗 体 学 好 表示 ) 严格 区 分 开 ， 揪 弧 可 用 来 表示 运算 的 
次 序 ， 例如 有 ,如 0) 表示 殷 与 如 + 的 数 景 积 ; (4A.B)C 
表示 数量 4: 召 与 向 是 C 的 积 ， 
外 公民 (GD 可 以 捧 出 两 个 简单 性 质 ; 
性 质 1 设 a, 瑟 电 两 个 非 零 向 量 , 则 


一 


oa:b 
ab* (2) 


容易 看 出 , 当 @ 8 的 夹 角 是 锐角 、 直 角 或 钝 角 时 , 则 数量 积分 
别 是 正 、 零 或 负 ; 当 @ 与 6 同 向 或 反 向 时 ， We ab 
或 一 a6, 反之 也 成 让. 

各 量 既然 由 有 向 线段 来 表示 ， 因 此 一 个 向 量 在 另 一 个 向 
基 上 的 射影 ， 就 可 以 看 作 十 一 个 有 向 线段 在 另 一 个 有 风 克 及 
上 的 射影 ， 下 面 推 求 射影 大 小 的 计算 公式 

设 04 在 08 上 上 的 射影 是 OM. 在 图 2-84(@) 中 ， “是 锐 
和 , 则 


CO8 (& by : 


加 [OA lcos a>0; 
在 图 2-34(5) 中 , a yp 则 
OM =— 1041eosa 一 0， 


图 2-34 


内 此 一 个 有 向 线段 在 男 一 个 有 向 线段 上 的 射影 的 天 小 壬 于 第 
一 个 前 长 度 与 它们 的 夹 角 余 弦 的 乘积 ， 就 两 个 非 零 向 量 刀 
和 多 来 说 , 则 
由 一 CD coa(G， BD ab 在 a 上 的 射影 的 大 小 
= 在 如 上 的 射影 的 大 小 ). 

于 是 得 

”性 质 名 两 个 非 惟 向量 的 数量 积 是 其 中 一 个 向 基 的 长 度 
与 另 一 个 向 量 在 这 个 向 量 上 的 射影 大 小 ( 指 有 向 线段 的 大 小 》 


“" 9 - 


的 乘积 . 
在 @ 5 中 ,如果 qa--60, 我 们 规定 一 种 简便 记 法 ; 


0 = CL . (8) 
出 于 cos (gag, Ga) -C0090 =: 了 故 育 
A (4) 


注意 1. o 无 意义 ，3. 由 民 -Q? 可 以 推出 =~V@，， 
得 不 能 推出 G4 一 土 . 

[ 例 1]】 求 六 7 了、 友 中 每 两 个 的 数量 积 ， 

解 ， 由 定义 知 li 一 | =!Kki=1, 站 


F k=k, i=E 7-90°, 
故 册 公式 民 ) ,得 


= hk; 
Pk Ridadk i fi=0, 
这 个 结果 可 以 归 纺 成 一 个 豆 , 


[Ii jl!x 
Se | Pe 
人 
| 
Rlololl 

! 1 


【全 2】 将 力学 中 的 作 功 问题 用 数量 积 来 表示 . 
解 ， 在 力学 中 , 我 们 知道 -个 为 如 作用 于 一 点 总 而 得 到 
一 个 位 移 鸟 ， 于 是 功 玉 就 等 于 力 的 太 小 fj， 位 移 的 长 s 与 
cos(8， 筷 ) 的 积 ， 利 用 公式 人世 ,得 
环 = 产 cos( 原 局 ) 一 三 


*[ 例 3] 加 图 2-35, 在 从 4BC 中 ，B 瑟 是 40 边 上 的 高 ,县 如 = 
¢, AC=b, 


Es 


BE ~( 


SE )b-e. 


【证 】 从 C2) 知 : cos = 25, 


医 此 BE= A APB = ~( 千 £)5- a 


数量 各 在 几何 上 的 县 大 作用 就 是 研究 向 量 垂直 [ 注 ] 的 问 
题 . 二 而 证 明 西 个 定理 ， 

定理 1 如 果 两 个 向 量 之 一 为 零 , 或 二 者 互相 垂直 ,， 则 它 
们 的 数量 积 必 是 僻 , 反之 也 成 立 . 

{证 】 1. 加 果 Gg- 或 5=-0, 或 a15b 则 m=0 或 
5 或 cos( 志 天 =0. 故 @.6- 0 

23。 如果 a:5=0， 刚 a5 eos 人 a， 4. Bb) =0, 于 是 &=0 或 8=0 
或 cos(@, 为 -0， 从 而 知 w -0 或 为 -0 或 15 1 

定理 2 两 个 非 淮 向量 垂 直 的 充 要 条 件 是 数量 积 是 零 ， 
号 - 马 ”运算 律 

现在 讨论 向 量 的 数 乘法 的 基本 运算 律 ， 

交换 律 ”由 于 歼 太 是 无 向 角 , 故 cos( 站 = cos( 本 68). 
于 是 由 () 即 得 : 

定理 8 问 量 的 数 乘 法 适合 交换 律 

a:b=0.0. {5) 
[ 注 ] 两 向 晤 aa 与 声 垂 吉 是 朝 它们 所 在 的 有 向 线段 垂直 , 记 作 wm Lb, 
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ne 2 aa ea wa me—— ee ee 


结 含 律 假 冠 在 三 个 因子 中 有 两 个 是 向 量 ， 一 个 是 数量 ， 
由 下 述 宪 理 给 出 结合 各 1 
定理 和 一 个 数 友 网 个 向 攻关 于 数 与 向 量 的 习 法 以 及 数 
乘法 适合 结合 律 , 即 
ma :b= moa. (8) 
5 证 】 加 果 @, 已 之 中 有 一 是 零 向 量 , 则 (6) 显然 成 立 , 今 
Ba b 都 不 是 零 向 晤 . 
、 设 六 0 则 由 图 2 -36(&) 知 ， 
~ ~ 
lima =70, mM, B=:a, b. 
所 以 |maib oos (ml, 6) 一 ma COg (二 办， 
即 得 46).. 


2-36 


2, 设 训 过 0， 则 由 图 分 8602) 知 ， 
、 ~ -~ 
lag = - ma, me, b=-- (a, Bb). 
-一 、 -一 、 
所 以 [maldeos[s — (a, 8)] = mad eos(a, ©). 
即 得 (6)， 了 
推论 1 
(Mma) Be (mp). (7) 
推论 2 | 
(ma) (nD) = mn gD). (8) 
【证 】 
ma) ， nab) =m[e. (18)] = m[ (nb) al 
—m{n(b.a)] =mnte. @) = mn (a: ‘b). | 


【[ 例 4 已 知 三 个 非 零 向 量 o.56.c, 其 中 86 与 a, 6 与 Cc 
都 不 垂直 ， 则 (a: cc 一 a(6'c) 成 立 的 充 要 条 件 是 @ 及 吕 共 
线 . 

【证 】 1， 必要 条 件 本 

由 (@:b c= [ab cos(a, 8)1c, 

~、 
(2'c) = [be cos(b, ©)1a. 
根据 假设 cos(&, 8) 关 0;， cos(6, c) 冯 0、 由 上 述 等 式 及 题 设 ， 
得 
{a cos (& 1c= [ec cos (bE la. 
玫 史 与 C 必 共 线 . 
-一 、 
2. 充分 条 件 设 2" 为 a 上 的 单位 向 量 , 且 a, 8= 
(1 如 果 @ 与 c 同 向 , 旭 @? 也 是 c 上 的 单位 向 量 , 所 以 
"~ /~ 
c, Oa, b=0. . 
态 (a 0b) C= abe cosfa”, 
atb'c) ~abccosoa°, 


(2) 如 果 @ 与 Cc 异 向 , 则 一 @” 将 是 c 上 的 单位 向 量 , 记 


以 
Ee 
故 (gb c= — abe eos Oa®, 
aBc) —- —oabccos da’, 


归纳 民 )、(2), 即 得 (@:Bc=ab:c). ] 
分 配 律 ”在 讨论 分 配 律 时 ,我 们 假定 三 个 因子 均 是 向 量 . 
定理 6 三 个 向 量 关 于 加 法 及 数 乘法 适合 分 配 律 , 扼 
人 (9) 
CC (十 六) 一 CCE-HC 
【证 】 作 向 量 A4B=a，BO=6，AD-c (图 2-87)、 于 
是 4C= ae 十 五 再 作 至 对 1 4D，ON 4 万 由 性 质 2 知 . 
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ecAM, Bc—rAN. 


将 此 二 式 相 加 ,得 Bp 
actbc~oAMt MN)=oAN,. | 1 
但 47.c--o4N， “一 

外 (ath'c=odN. 4 EAN ? 
比较 这 两 式 ， 即 得 (@ 上 BC 一 引 :C “ 国 , 


+b.c。 利用 交换 律 即 可 推 得 c'(@+b) =cr:atc.b, 3 
推论 

a+b (c+ =0:c+adi+bci+bd. (10) 
令 ce 十 如 =e 即 可 证 了 明 ， 
推论 2 
(+ga+ a) b=qab ab Tanb, (di) 
推论 8 

(Fast et Gm) (br bat tb,) 
=Q1bi+ ob tab, 
+ wht ea Bat Gab, 


十 Po 

-上 En 于 (12) 
或 者 用 连 加 号 写成 

(全 中 (六 二 = 六 习 oo (3) 


消去 律 ”对 向 量 的 数 乘法 不 成 立 、 举 一 反 语 如 下 于 图 
3-38, 设 有 非 零 向 量 44， 又 有 与 和 4 共 面 的 两 个 向 量 召 及 必 , 
使 得 BC 与 04 垂直 有 肯 交 于 肝 ， 则 及 :如 = |4| 召 在 A4 上 的 
射影 的 大 小 =4411034|1、 同 理 , 44.:C=|4|10M. 于 是 4:.B 
= 入 -C， 但 是 显然 BCC. 

【 例 5) 求证 (a 土 )?=q? 寺 206 


一 88 一 


【证 】 
(Gt (G4). Gt -aatbuiabd+b.b 
-et20.b+b, 3 


_B 
如 | 
这 1 
所 
0 A M 
2 38 图 ”2-39 


【多 6| 利用 数量 积 推出 三 三 角形 的 余弦 定理 . 

解 : 在 图 2-39 时 二 上 BA+ AC= .8C， 根 据 鲍 和 两 端 平方 
得 BA4?+284.40 + AC*- B02 其 

0?+200c080+ 0 = 62. 

所 以 62 O20 -2be co3 4d. 
同 理 可 推 得 其 它 两 式 . 

注意 例 6 可 以 说 是 例 5 中 的 等 式 《 二 人 一 中 十 20B 
十 的 几 冤 解释 ， 


S'S3 数量 积 的 分 量 表示 


前 面 利 用 数量 积 的 定义 及 运算 律 可 以 解决 一 些 几 何 问 
题 ， 现 在 引进 它 的 分 量 表示 , 就 可 以 更 广泛 地 进行 讨论 ， 
设 有 两 个 非 堆 向量 
-mitaf -ask, B= 0 7 + oak, 
利用 公式 (13), 就 可 以 将 
ab (ui -Ca 十 cs 下) (b+ of + ok) 
分 解 为 多 项 , 再 用 公式 (8), 即 得 


b=ad dd taba (fi) Tabs lt: k) 
DCF ED) ab FF) + oabalf hk) 
-Aad (KE "2) Fwabs (天 “7 十 Gsps Ck. Kk) 2 


根据 例 1 即 得 
。 Ur & = Os 十 Copo 十 wabs, (14) 
从 而 得 
定理 6 两 个 非 零 向 量 的 数量 积 等 于 它们 的 对 应 分 量 乘 
积 的 和 和. 


推论 ”两 个 非 零 向 量 垂直 的 充 要 条 件 是 对 应 分 量 乘积 的 
和 为 零 . 
这 可 以 由 定理 2 青 接 推出 当 非 零 向 量 是 位 置 向 景 时 ， 
此 推论 就 是 第 一 章 第 四 节 定 理 5 的 推论 . 
下 面 推导 向 量 长 度 的 公式 。 在 公式 (18) 中 ,如果 五 = 上 
也 就 是 0 一 妇 ，pe 一 ae，ps 一 aa 有时, 则 得 = 而 十 缀 十 民 ， 
从 而 得 
t= Vai adt od, (15) 
即 下 述 定理 ， 
定理 ?一 个 向 量 的 长 度 等 于 它 的 各 分 量 的 平方 和 的 平 
方 根 . 
设 有 P(z, y, 2), Pi(ws, Yi, 条 ，Pa(eo oo， 则 OF 
及 PP 的 分 量 分 别 是 {%, 久 对 及 {64 一 各， 太一 加 各 一 为 }， 
由 (15) 得 
[10P| = MT 
[五 五 | 和 ~ (a 一 0) 十 (ya — gy) 2 (ga —21) 人 
这 个 结果 分 别 与 第 一 章 第 二 此 公式 (及 (8) 是 一 致 的 ， 
下 面 再 推导 两 个 非 零 向 景 的 夹 角 . 设 有 两 个 非 零 向 量 
一 {41 to Gs} 和 如 {61，22，6s}， 于 是 由 (1 四 得 
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下 一 人 三 十 二 十 号 大 一 再 十 下 十 下 . 
由 本 节 公 式 (2), 可 得 


A Dit dopa Gs0 
COS 《ET， pb ws ee A A 16 
9 NG 十 咀 十 BV 好 十 让 十 琵 3 


从 而 有 

定理 8 两 个 非 零 向 量 @= {ai a, ga} 和 = {61, 52， bs} 
的 夹 角 邮 民 0) 给 出 ， 

如 果 取 户 一 {zw Yi 0， 一 {rs，Ya， zo}， 则 16) 邯 化 
为 


i wiTg 十 Yd/a -21K2 
Tt 
这 和 第 一 章 第 四 节 的 公式 (3) 蚌 一 致 的 . 
我 们 仍 将 非 零 向 量 和 坐标 轴 间 的 夹 角 称 为 向 量 的 方向 
角 ; 它 的 余弦 称 为 向 量 的 方向 余 范 ， 
推论 非 零 向 量 @ = {wr Wo, as} 的 方 问 余 弱 是 
EE es 
WV Va 
a 好 3 
A Ma? +adt a 9 
Ws 
A 十 2 十 咏 ” 
【证 】 取 主 作为 8， 有 即 1=1, 563=0, 5660， 由 (人 得 
C08 0 —— 同 理 可 得 cos 6 和 cosy. 了 
” 设 有 两 个 非 零 向 量 4= {far, 602, ta}, 8 一 {01， 6a, 063}, 它 
们 的 方向 余弦 分 别 是 cosa, cos 6, cosY; cosa!, cos B', cosY', 
圳 


CO8 YY 二 


GT wa 
3 # 1 2 
Qi 十 a3 二 a2 Maltasta? 


~ 101 —- 


CGS 了 一 一 -一 3 OO 0 = 2 py 
MVM 二 十， 53 十 姐 十 的 
r 已 > 下 人 3 
COY 一 CDY 一 : -一 -7 -= 
V6 二 62 二 4 ~ B+ 02 03 
代入 (1 的 , 即 得 


co {qd, 6b) =CO0UCOS Gt G03 Bou3 好 十 cosay*cosy 
此 与 第 一 章 第 四 节 的 公式 (是 一 臻 的 ， 
[全 7 设 次 @- {fe aa，c9j， b= {0, bs, ba}, €= {0 
ca 6s}， 求 十 B+ti 的 长 度 和 方向 余弦 , 并 求 4 十 8+tC 与 4@ 
解 . 由 gbtc= {dtbi+6, da bs 二 +0s, ds 二 64+63}, 
设 g= 三 十 责 十 6 = 十 ba 二 0s,， 06 一 Ha 十 ba 吓 6s。 出 (15) 得 
la+b+te|l Ma + +o, 
又 岂 (17) 知 , 它 的 方向 余弦 将 是 
Ee ES 
Moto Vad bte” Morbote 
由 (6) 可 得 +46+e 与 4 的 夹 角 


2 um baa -tC 
COS OH) = 一 一 一 一 一 上 一 一 ; 
( ue ot 6 vetastos 


【前 8】 已 知 防 个 非 党 向 量 = {a co cs 和 如 一 {51 
562,0s}， 污 证 一 86 所 "8a5b， 再 推出 树 西 - 施 包 兹 (Cauchy- 
Scbwarz}) 不 等 式 


Bap< VS 18) 
{证 】 由 于 一 <<cos(@, 86) 二 1， 由 有 一 w2<a:b<ab, 
将 (14) 及 (15) 代入 上 式 , 即 得 (18)，、 当 ec 和 名 同 向 时 ， 
COS (a, 6 二 对 计 
于 是 (18) 即 变 成 等 式 .了 
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12. 


13, 


- {1 求证 . &, p=arcros 


习 题 之 :SS 


， 忆 ) 求 两 个 共 线 向 景 的 数量 积 ; (2 未 两 个 单位 向 量 的 数量 积 . 
. 已 知 @, 六 两 向 量 . 区 果 Oe b=6, b= 求证 : 34 一 2C@ 


‘b+4\ pb -=23. 

了 二 
Vea-aibb) 
s 二 十 [3 en 加 2 Ey (g@— py)? 

(3 求证 (每 各) - 关 过 和 


.如 果 二 力 之 和 与 差 成 直角 , 求证 : 此 二 力 的 强度 相等 
求证: 向 旱 @ 分 别 与 向 量 parc) 一 c(ab 及 b 一 -全 12 大 


直 


(TD 设 w=3, =5， 试 定 a, 使 =+og 与 a 一 ob 重 直 ; 《3) 设 已 知 


三 个 非 零 向 量 9, 86, ce 试 定 8, 使 a 十 Bb 与 c 垂直 . 


、 ~ ~ 
， 没 加 | 天， 人 c 一 本， b, c= GE? 且 &=1, b=2, c=3,， 求 at+b 


十 c 的 长 度 , 


-一 、 一 
. 已 知 &， 户 一 语 ， 求 p 一 Ia mb 与 9 一 Ug 十 Wb 的 夹 角 , 
， 已 知 三 个 非 零 向 景 t= {a， b» c}, b= to, oj， c= {rc, [5 b}, 


: ne 
求证， (1) lal=|b|=|cl; (2) arccos (bh, ¢) 一 arccos (c，G) 
~ 


=—arecos (og, b). 


， 设 三 个 非 零 向 量 等 长 且 两 两 牌 计 。 求 证，s% 十 b+c 与 4, 尼 ,cc 的 


夹 角 相等 . 


， 已 知 三 个 非 零 向 量 全 一 {1 (2, oa), b= {hs, D2, Bay, c= Tel， Co, 


C3}， 试 求 ，(1)a 让 bb 上 射影 的 大 小 (3) 在 a 上 射影 的 大 小 ; 
C3)a+b 在 c.F 上 射影 的 大 小 ; CDc 作 mT+b 上 射影 的 大 小 . 

如 时 a 二 {1，2, 3), 二 12, 4, 站 ， 试 定 刀 值 , 使 (1}@, 6&8 是 锐角 
或 钝 角 ; (ae 和 bb 简直 ; (3)e 和 bb 同和 启 ; (4 和 已 反 向 ; (5)a 和 
4b 十 行 ， 

求证 : 室 闻 四 边 形 其 四 边 的 平方 和 等 于 对 角 线 的 平方 和 加 上 对 角 
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线 中 点 联 线 平方 的 4 倍 ， 
*]4， 求 证 ，(HD) Cet. (eb) eb (2 (q+b)? (a—b)? = 2(os 
七 82)，。 并 说 明 每 个 等 式 的 几何 意义 . [更 示 : 用 平行 四 边 形 来 说 
昌 .] 
*]5， 求 证 ， 芋 角 形 三 边 的 中 重 线 共 点 ,此 点 叫 三 角形 的 外 心 ， [提示 : 
已 知 人 4BC， 又 知 汪 边 的 中 生 线 4 了 、B 邓 、ON， 这 里 4、 忆 、 
"分别 是 三 边 的 中 点 。 如 果 如 六, CN 交 于 再, 则 . 


(«~- 4) (Cc--0, (K-AEe)(A-D -0. 
用 恒等式 


人 -对 2) -os 人 -2 人 -aa 


二 ( 开 一 从 寺 且 ) 4 一 B) 一 0 


即 可 推出 4 互 与 BC 答 直 ，] 
第 九 节 ”向 量 的 矢 乘法 


号 'T 两 向 量 的 拓 乘 法 


本 节 引 进 向 量 与 向 量 的 另 一 种 莱 法 . 

设 和 4、B、C 是 三 个 不 共 面 的 有 序 向 量 、 过 4、 召 作 一 
个 平面 , 则 C 指向 这 平面 的 一 侧 ( 见 图 2-40)。 同 第 一 章 第 一 
节 一 样 , 在 图 2-40(@) 中 , 若 用 右手 表示 , 则 将 指 掌 弯 成 弧 形 ， 
由 指 党 到 指 尖 的 转动 方向 作为 4 经 过 最 短路 径 到 加 的 转动 
方向 , 于 是 拇指 方向 是 C 的 方向 ， 这 样 顺 序 的 4、 至 、C 就 形 
成 了 右手 系 ， 同 理 ， 在 图 2-40(5) 中 , 及 , 召 、C 形成 左手 系 ， 
显 见 , 如 果 4 、 召 、(C 是 右手 系 , 则 召 , CA; C. 4 吾 也 必 
是 右手 系 ， 但 是 召 . 4、Ci C、B、A; 4.C. 吾 出 形成 左手 
系 . 


定义 两 个 向 量 的 向 量 积 《也 叫 又 积 或 外 积 ) 是 一 个 向 
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量 它 前 长 度 是 这 两 个 向量 的 长 度 与 其 淆 角 的 正弦 的 乘积 , 它 
的 方向 分 别 重 直 于 这 两 个 向 量 , 且 使 第 一 个 向 量 、 第 二 个 向 量 
(注意 次 序 ) 及 此 方向 上 的 单位 向 量 形成 右手 系 ， 这 种 运算 称 
为 和 拓 来 法 (也 叫 又 来 法 或 外 来 法 ). 


5 ] 


2-40 


两 个 癌 量 @ 与 如 的 向 量 积 的 记 法 通常 有 以 下 三 种 ; @ 
x8, 严 人 了 和 [G， 杂 。 本 书 采用 第 一 称 记 法 ， 按 定义 ， 于 是 


有 

axb=abd sin(g, One. (1) 
这 里 多 | @ Rn ”15, 有 旦 Q@.b. nn’ 形成 右手 系 ( 图 2-41， 世 
就 是 n° 是 zx 五 上 的 单位 向 量 


(a) 


图 2-41 
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一人、 

设 c=ax68, 则 |e] =|axB|=a2 sin(g, 本 是 以 a. 如 为 
邻 边 的 平行 四 边 形 的 面积 的 数值 , 而 且 cla, clb; oa.be 
形成 有 手 洋 ， 于 是 得 到 

推论 ”大 个 非 零 站 晤 的 向 量 积 的 长 度 等 于 以 这 两 售 向 量 
为 邻 边 的 平行 由 边 形 的 面积 的 数值 . 

注意 ”a x6， 的 方向 既 牌 直 于 wu， 又 垂直 于 如 这 个 性 质 
以 后 经 常用 到 . 

【 例 ]】 求 云 从 天 中 每 两 个 的 向 量 积 . 

解 ， 由 公式 (和 可 知 : x=0, 7xF7=0, Kxk=0 又 
tf, 7 记 天 让 Kf 了 都 成 右手 式 ， 畴 此 出 公式 (1) 有 : 

FXE-i, kxi--3, ix7=k. 
并 目 站 了， 一 RE， 一 也 了 一 不 岂 形 成 右 李 各。 因此 由 
公式 (1) 有 : 
下 X7= i ixk= 7, jxi=—~k, 
上 述 结 果 可 以 妇 纳 成 下 表 . 


x | 7 -让 。 


【 讽 3 将 力学 中 的 力矩 用 向 量 积 来 表示 ， 

解 : 在 力学 中 ,我 们 知道 ; 力 了 关于 0 点 的 力矩 蚌 一 个 向 
量 ， 它 的 方向 是 重 直 于 过 点 与 力 耶 的 平面 , 而 使 在 力作 
用 下 的 平面 校 反 时 针 方 向 转动 (图 2-42)， 上 力矩 误 的 数值 
m% 直下 式 规定 : 7% 一 pf, 这 里 是 力 车 ,就 是 从 O 〇 到 力 子 方向 
的 垂 距 ,= fj， 设 有 4 是 力 了 并 的 作用 点 4 的 位 置 向 量 , 旭 pf 
等 于 和 商量 4 与 子 所 成 的 平行 四 边 形 的 面积 的 数值 (2 是 其 
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离 )， 因此 可 以 将 力矩 1 写作 前 = 改 xj 所 以 关于 一 点 
的 力矩 等 于 力 的 作用 点 关于 这 点 的 位 置 向 量 和 力 的 向 量 
积 . 


Ed 
< 
1 Ce \p 
I \ 
- 
2 1 对 a 0 
图 2-42 2_43 


【 例 3 来 证 (a: 旭 ?十 (qx65)*= a 3， 再 由 三 角形 的 三 
边 推 导 它 的 面积 ( 即 三 针 求 积 公式 )， 
【证 和 人 解 】 由 
-~~ 
qb=ad cos(@, B), 
ek 
axb=ad sin(a, Bn’, 
根据 第 八 节 (4) 式 , 将 此 两 式 平方 相 加 , 得 
(6b) Gb (b+ Iaxb'2 
~ ~ ~ 
=02b? [cos’ (a, 68) -sin? (g, b)]. 
所 以 (a:b)2+ Ca x bab 
在 图 2-43 中 , 设 BG-a,， AC-6 B4-c 于 是 a-5b 
=cC, 由 本 节 推 论 可 知 ; 


Saso= 计 xbl|. 


再 利用 上 而 的 结果 , 得 到 
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S32 -laxBl? -了 [a (@-)9] 


[edt (Dlad— ab 


Lo 


1 
到 
i +2ab+ 6? (a?—20.b+b)] 
x Ta 2b -+h (a — 20b+b°)] 
= [et (a [eb — (ob) 
= [+b -ee — (a—b)] 
1 3 2 四 
= [LCt6) —0] [一 (一 纺 习 
= 让 (6+b+0) (B+4o—a) (ce—d) (+6—o). 


所 以 Saasc~ MsCs—0) (8—6) (8—0). 
这 里 s— 二 (G6+0). 

从 上 节 我 们 知道 , 数量 积 可 用 来 讨论 向 量 的 垂直 问题 , 而 
这 里 移 向 量 积 可 用 来 讨论 向 量 的 平行 [ 注 ] 问题 。 下 面 证 明 两 
个 定理 . 

定理 1 如 果 两 向 量 之 一 为 零 , 或 二 者 共 线 ， 则 其 向 量 积 
必 是 零 向 量 , 反之 也 成 立 ， 

【证 】 工 。 如 果 @g-0 或 6=0 或 a /6b, 则 4=0 或 6=0 或 
sin (有 辐 -0. 故 ax6-0. 

2. 如 果 ax5=0, 则 ab sin(@ 办 一 0， 于 是 必 有 4=0 
或 5 一 0 或 sin( 友 闻 一 0， 由 此 知 a-0 或 5-0 或 ey/5. 了 


[ 注 ] 两 向 景 & 种 平行 是 指 它 们 所 在 的 有 向 线段 平行 , 记 作 a6， 
上 与 共 线 完全 一 样 。 
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也 此 定理 容易 推出 : 

定理 2 两 个 非 零 向 量 平 行 的 充 要 条 件 是 它们 的 向 量 积 
为 零 ， 
号 .全 ” 运 算 律 

现在 讨论 矢 乘法 的 基本 运算 律 ， 

反 交 换 律 ”由 向量 积 的 定义 容易 看 出 , @xz 与 6xa 的 
长 度 相 等 但 方向 相反 (图 2-44)， 故 得 

定理 8 癌 量 的 矢 乘法 不 适合 交换 律 , 两 个 向 量 易 位 后 ， 
所 得 的 向 量 积 等 于 原来 两 个 向 量 的 向 量 
积 的 反 向 量 , 即 

Xt= 一 (GX 忆 ) ( 反 交 撞 律 )。 (2) 

结合 律 与 数量 积 一 样 ,有 

定理 和 一 个 数 及 两 个 向 量 关 于 数 
与 向 量 的 乘法 以 及 矢 乘 法 适合 结合 律 ; 

ma) xb=m(axb), (3) 2 4 

【证 】 如 果 a、66 之 中 有 一 个 是 零 疝 量 , 则 (3) 显然 成 立 ， 
今 假定 a, 五 都 不 是 零 向 量 . 

工 ， 设 >0， 则 zz 和 @ 同 向 ， 取 Gx5b 的 单位 向 量 为 
2， 则 (rma) x 如 上 的 单位 向 量 也 是 RW?， 见 图 2.45(c)， 故 有 

ma) xb= mallblsin ma, 8) n° 
mall6lsin(@, Drn*=m(axb). 

2. 设 m<0， 则 ma 和 & 反 向 ， 取 x5 的 单位 向量 为 
8°， 则 Cma) XB 上 的 单位 向 量 是 一 R”, 见 图 2-45(8)。 故 有 

(ma) x b= |mal |6|sin (ml, BD (—n°) 

=——m|alliblsin(g, DD (—°) 


一 和 | 他 | | 再 | ain (ga, Bn’°=m(axb). 
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于 是 (3) 式 成 立 ，】 
推论 1 
(moa) xb=ax (mp®), (4) 
推论 2 
(mo) X HB) =— mn Db)., (5B) 
分 配 律 ” 与 数量 积 一 样 , 有 
定理 5 三 个 向 量 关 于 加 法 及 矢 敢 法 适合 分 配 律 : 
ee (8) 
Cx (atD=cxatcxb. 
【证 】 如果.B、c 中 至 少 有 一 个 是 零 血 量 ， 出 (6) 式 显 
然 成 立 ， \ 
今 假定 它们 都 不 是 零 向 量 . 到 空间 任 一 点 0 为 Q, Cc 的 
公共 始点 (图 2-46)， 再 作 c”, 过 0 作 平 面 w 与 c 垂直 . 作 
@ 在 zx 上 的 射影 dy， 并 将 级 依 时 针 方 向 旋转 十 90” 到 Ca， 
XC = 0,. (A) 
由 于 Cc.&@ 和 ca 共 面 ， 则 
|ez| ~ la ~ iaieos (90° 一 分 = Ia lsin 8. 
故 |@xc |=|021, 而 且 @.C 和 和 形成 右手 系 , Qs 垂直 于 
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图 2.46 


G 利 C ， 于 是 () 成 立 ， 

在 图 2 47 里 将 芭 、 瑟 、 灵 十 二 所 成 的 三 角形 投射 到 平面 
内 ， 得 到 wk、 、Ga 8i 所 成 的 三 角形 。 青 在 平面 5 内 将 所 
得 的 三 角形 依 时 针 方 向 旋转 十 90° 而 得 G2、62、 Gs+6。 所 成 
的 三 角形 ， 由 (4) 可 得 到 


bxe°=6,, | (B) 
(a to xc =as | bs. (0) 

将 (A&), (B) 代 入 (0), 即 得 
(atb) xc =axc +bxe’, (D) 


将 (D) 的 两 端 乘 以 jcj, 并 利用 (多, 得 
w+b)x ele ))=ax (ee)+éx cle'). 
即 得 (atb) xe—-axctbxce. 
对 于 cx (a+ 一 cx@tcxb68 的 证 明 ， 可 用 是 还 吾 公 起 
(2); 
cxath)=—[(a+D Xe] =—[adxc+bxce] 
=—[~{(cxgat+ex6)] 
-Cxatcxs. 
于 是 分 配 律 得 让 . 
注意 由 十 问 量 积 不 满足 交换 律 ,所 以 必须 严格 注意 (6) 
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中 因子 的 顺序 ， 


推论 1 
(a+bxctd=axc+axdibxctbxd, (7) 
推论 2 
(G+ oa an) XO=axb+ia xbf tanxe. 
(8) 
推论 8 
(@i1-t as tn) x (bi + Bat +b,) 
0x taaxb t+o xb, 
十 Ca x tds x bt + xb, 
a 
+aqdmXdi on Xba tn Xb,. (9) 
或 者 用 连 加 号 写 为 
访 0)x( 六 0)- 训 加 ex (10) 


”消去 律 ” 对 于 向 量 的 矢 乘 法 消去 律 也 不 成 立 ， 举 -- 反 例 
如 下 : 在 图 2-48 中 , 设 有 非 零 向 量 CQ4、 2 孕 了 9 
08 与 00, 日 BOAO4， 于 是 


S04B8a= Saoace, , 
又 组 与 吾 ， 且 使 及 、 召 10” 成 右手 
系 ， 则 22°]C， 且 有 4、C、n* 也 成 右手 系 ， 


及 


故 4xB=A4xC, 但 显然 如 #0. 图 248 

【 例 4】 求证 (Ga 一 妈 x lat 四 一 2(ax 妃 ， 并 说 明 此 等 
式 的 几何 意义 ， 

【证 及 解 】 


(a-bDx(arb)=axa-bxataxb—bxb 
=—-BxD+taxb)= (ax taxbd) =2(axD). 
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又 l(a—Dx({tatD|=2laxbl. 
可 知 此 式 表 示 以 平行 四 边 形 的 对 角 线 为 边 所 成 的 平行 四 边 形 
的 面积 等 于 原来 平行 四 边 形 面积 的 二 倍 ， 

【 例 5] 已 知 三 个 非 零 向 量 @、&、c， 其 中 无 二 者 共 线 ， 

出 
a+btcec=0 bxc-cxa=axb. 

【证 】 了 了 了. 设 aTrbfTc=0,， 则 8 二 c= 一 gg， 两 边 以 4 和 
乘 , 得 wx 61c)= 一 axa， 即 (ax6) 1axc) 一 0， 所 以 
ax6— 一 (axc) 一 cxq， 同 理 56xc-Qx6， 所 以 

bxc=cxa=axb. 

2. 由 5xc=cxq 一 @xb 可 知 ; 必 有 一 个 单位 向 量 0"， 
使 82° 1]6, RR 8 7] 上 c， 故 6b, c 必 闪 面 .由 本 章 第 五 
节 定 理 3 的 推论 知 : 一 定 存在 三 个 都 不 是 零 的 数 1、 mm、 nr 使 
limb+ric 一 0， 将 此 等 式 分 别 与 ,6 矢 乘 ,得 

maxb) inaxe) -0 IBxa) +ndxe) =0. 


但 bxc=cxq=axb, 故 有 {=W=%%， 过 
即 得 c++B-Hc-0 1] 

站 人 鲍 6】 利用 向 量 积 推出 三 角形 的 > p 
正 弱 定理 ， 


解 ， 在 图 2-49 六，a.、 5b、c 首尾 相 3B o G 
接 形成 一 个 三 角形 , 故 a+6+c=0. 由 2-49 
例 5 知 . 6xc=cxa=axb. 设 1°1%b, n°1c, Hb cn? 
成 右手 系 , 于 是 2°]a,， 有 是 Cc、 a、 nn"; G、 8 ”也 成 右手 系 . 


故 有 

Besin (x — A) Rn ~ oasin(r ~ Bn° —adsin (x —O) n°, 
即 besin A~ easin Babaind, 
此 即 正 弦 定 型 
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a v e 


BS cr = or 


这 个 结果 说 明了 三 角形 的 正弦 定理 正 是 例 吕 的 几何 意义 ， 


号 .3 向 里 积 的 分 悬 表示 


设 有 两 个 非 零 回 量 
Gtirad task, b= 02 十 Da7 十 Da 天 
”利用 公式 49) ,把 1 
axb 全 (ot Tang oak) x Ot baf + bek) 
”展开 , 利用 公式 (0), 得 
‘xb=ab lt xt) -tab x Fobs ix) 
l +ao01 (F XD +aabalf XH) + uobs (lf x 无) 
wsbi Ck Xe) tasba CR xD) Tasbs Ck x KE). 
按 例 ,得 
xb= (gobs ~— 3b) (gb ~ 0b TF (0103— Gob) Kk. 
比 式 可 以 写作 三 阶 行列 式 旭 下 ， 
i 7 
axb= 


(11) 


1 Ga Csi。 


b1 Do bs 


故 有 - 
定理 6 两 个 非 零 击 量 的 向 量 积 可 表 成 一 个 三 阶 行列 
式 , 它 的 第 一 行 的 元 素 为 么 少 第 二 行 、 第 三 行 的 元 素 分 别 
为 第 一 向 量 、 第 二 向 量 的 分 量 . 

推论 1 两 个 非 零 从 量 共 线 的 充 要 条 件 是 对 应 分 量 成 比 
例 . 

【证 】 两 个 非 零 向 量 @、 五 平 行 的 充 要 条 忻 是 gxXEB 一 0， 
即 (aaba— aaba) lt Gabi— aba)s i (Da — td) k=0, 所 以 
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Gab3-- Wsha = 0, @ab1 —&10s=0, a1bs— m2b1=0, 
由 于 cacags 关 0，51bo8a 关 0， 故 有 -5 一 一 -7 了 
bi Ds bs 
推论 2 两 个 韭 零 向 量 @= : {0@1, a, Wa} A B= {D1, ba, bo} 
的 夹 角 是 


人、 
sin (ee, 2 


EY {gaba— Qsb2) + (Ct “十 (ga01 — iDs) 2 (gi10a —0201) 
^/ 吗 十 咀 十 喇 W 下 十 总 十 中 


12) . 
i'w xbl Be 


【证 】 由 sin (a, a, 为 = TeTiéT 靶 可 推出 ，】 

如 果 取 号 = {zi 24， 本 = {zo yo go}， 则 (12) 化 成 
sin(B, PB)- AAAVrza 一 az TF (Sa — toms) 十 (ga 一 07 
/并 十 色 十 内 2 十 82 二 2 
这 恰 与 第 一 章 第 四 节 的 公式 (4) 相 一 臻 

【 例 7】 由 例 3 的 等 式 可 推出 拉 格 朗 日 (Lagrange) 人 恒 
等 式 、 

(Ga03 人 caba) 2 十 (Qa01 一 abs) 2 十 《ci153 -一 Cs 五 1 3 

一 《IT 二 但 十 CD (03403+ 63) 一 《gd8 十 cabs 十 CaBa)2， 

{证 】 由 于 


(ox 一 0202 — (oa. 6b) (*) 
县 
jaxb| = (tb.— gaba) ?+ (qab1— arba) ?+ (eiba ~ Gab 
6 = 01+ tbat abs, 

[gl = 人 /三 二 三 十 路，18| = 如 十 蛋 十 如， 代入 (x) 中 ， 
即 得 证 ，】 ; 

[ 例 8] 设 A4={a, aa as}, B= {Bb, ba, 63}, C= {0 
6z， 603} 。 求 证 4，B, CO 三 点 法 线 的 充 要 条 件 是 
BxC+CxA-AxB-0 并 化 成 坐标 式 . 
【证 及 解 】 由 4, B,C 三 点 共 线 的 充 要 条 件 是 4Bx 


一 415 一 - 


4C=-0 ， 即 (B 一 4) x (C 一 4) =0， 展 于 并 利用 反 交 换 律 即 
得 证 ， 叉 设 41、4、4s; Bi、Bs、Bs; C1、 Oa、 0 分 别 是 三 阶 
行列 式 

M1 ta {sg 

br bs bs 

G1 C2 0s 
中 @1 ge, ta} Di, ba, ba; C1, C9, 03 的 代数 余 隆 式 ( 见 附录 第 


一 节 ), 于 是 
及 xd 一 4 十 4a7 十 4 有， 


CxA=Bi+.B7 + Bsk, 
甫 xx 加 —Ot -O09f + Osk. 
相 坟 得 
(A t B+tONEt(As T+ BotO)I (CAs t+ Bo- Os)k= 0 


即 得 三 点 共 线 的 充 要 条 件 的 坐标 式 是 

十 BB 十 =0, As 二 Ba++C2=0, A;+ BsTCs=0. 

站 例 9 设 A4pC 的 质 是 Alat, @2, 03)， Blb1, bs, 6b3), Otel, 
ca ci (推导 Bo (3) 证 明 (8。4p2)* 二 9-52 二 53, 这 里 S1、 Sz、 
人 53 分别 是 A4BC 在 三 个 坐标 曾 上 的 射影 所 成 三 角形 的 面积 ; (3) 求 
sin 4; (4) 求 到 到 BC 的 距离 . 

”“【[ 解 及 证 】 GD) 因为 AB= {by 一 01 bo 一 qa,b9 一 03}， AC = {ci 一 a1, 
C2 一 02, ca 一 4 时 ， 所 议 
i [9 


ABXAC=ID—4 Oda 区 一 0 


CHO CC 一 出 03 一 CS 


lbs—42 bs—ds bs 一 Ca bi—A1 Di—ar pa 一 Ge 


03 一 和 Q3 C3 ta 0 一 G3 Cl 一 六 1 Ci 0g~— Ga 


22 ta 了 a Cl 工 Cd qs 1 
=|ba ba lil#d4-1bs br 工 7 十 Pr ba 工 | 起 
ca oa 1 cs cr I cd ca 1 


一 (41 汪 理 : 二 CH) 二 《43 十 五 3 二 Co) 让 于 《43 十 瑟 ; 二 C3)K。 
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这 里 .41、 Bi、 OO da、 Bs、 Ca As、 BB:、 C3 与 例 8 中 表示 的 意义 完 全 一 
祥 。 所 以 


di 证 C01) ?十 《4a 二 上 Ca) 十 《As 二 Bs Ce) 


(2) 因 汶 4，B, CGC 在 ys 加 上 的 射影 是 C0， to, 3) (0D, 5 53) 和 
《0，ca，ca)， 故 


to da 1 
A 一 元 By Dd 
Co 03 | 
的 绝对 值 = 豆 [44 二 Bi 十 Ca|， 所 了 以 B= (d+ B+OD)’ 同 理 ，&S3; 
= 于 (Aa+ Ba+0D3 53= 二 (ds+ B+03). 故 得 (S450)? 二 S9453 
+S3. 


C3) sin 4— AP AC) 
1AB| 1 Ae 
NATE (CAs 二 Ba++Cs EE 
1 Lib1~- a1) 十 (Pa 一 42)2 十 | “ 
[fed 一 Gd4)2 十 人 《cs 一 43)2 | 


《和 设 Q 是 生 色 B30 的 距离 ,于 是 全 sspo 一 起 41B0|, 即 


pp 2S ,spo _VCH 十 两 十 5 34- {As+ Ba+ Oo) TA TB tO 
Be| V(b —e) ?+ (一 +t (ba 一 23) 3 


习 题 2:9 


1. 已 知 各 证 b= 且 4=1, b=MV3,. 求 : (1)|axbl; (2) (ax 区 3. 
2， 已 知 汪 个 尼 军 向 是 m0 还 ,如 二 一 ex，(g) 说 明 

ey 表示 什么 向 量 ? 《3) 求 证 ,la x5)?<a?， 且 求 等 号 
3., 2 a 为 常数 ; (DE 人 十 证 天 ) CX XU 
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13. 


*]4. 


*15, 


2 BB —2c) x Ce—2b); (4) Csi6 + ssb) x (1c+tod), 


. 已 知 aib,ibl=2|a|=a, Xec=#tab, d=w—ab. 求 (De'd; 


(2)cxd. 


， 试 或 QewTtnb) :Caxb)., 
… 忆 知 两 个 非 零 向 景 me, 65， 求 a+b 及 一 5 共 线 的 充 要 条 件 ， 
. 设 aexb=cxd, mxXxc~bxd, ee, od. 求证 ，@ 一 蝇 及 


b 一 c 必 共 线 ， 


(TD 求 同 时 垂直 于 非 零 向 量 e@= [et，aa， 43} 及 b= {01, bo bs} 的 


单位 问 量 ; 《3) 设 6 及 上 5 的 方向 余弦 分 别 是 414, Bi 以 和 ha, ja, 
:2。 求 单位 向 量 c, 使 ca cLb, 且 ww、b、c 成 右手 系 . 


. 已 知 四 个 向 量 44= 全 ， 2, —1]}, B=1{1, 一 3, 4}, C=1{—2,1, 3}, 


D= {23, 6, 一 3 试 证 : 疙 、 B、 0, D 四 点 构成 一 个 平行 四 边 形 ， 
并 求 其 面积 ， 


， 设 @=61 填 0. 弛 一 5Kk, 刀 二 0.11 一 4, 对 42.5k，c 一 gxXb。， 试 求 c， 


并 验 明 cla, clb. 


. 已 知 两 个 不 共 线 向 量 a 二 {a1 as 3} 和 b= {101 bo, 59}, 求 | (pa 


Tab) x (Cro +sb)|. 


， 设 岂 二 {fo ws, ‘D9}, 四 一 包头 =- {dt Ly as}, b=wXxXi={h, Da， 


be}, C=w X= {ct ec、， 则 

df1=ba—cs=0, ba~= —03= 01, 

Cd 一 —as=wW2, Wa = ~—01= wa, 
设 0 一 MQ1 于 和 omz, 二 L404 十 L283， 求证， 以 1 a29 和 ,04 
为 邻 边 的 两 个 平行 四 过 形 的 面积 相等 的 充 要 条 件 是 | 和 N43 
一 244 | 一 工 。 RS 
已 知 A4BC, 又 知 寿 意 点 也， 求证 BOXAP OAXxBb+ADx 
天 为 常 向 量 ， 并 说 明 此 等 式 的 几何 意义 ， [提示 , 用 位 置 向 量 表 
示 此 等 式 , ] | 
已 知 三 对 点 A1、 Bi1; 4s、 Ba; 43、Bs, 由 41B1、AsB4、 有 43Bs 共 点 
于 呈 的 充 要 条 件 是 . 

A1X Ri1+ .Ax BA XB: 
+4CAi1+ st+ A — Bi BB:) x P=0, 
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第 三 节 三 向 量 的 乘法 


三 个 向 量 的 乘法 共有 两 类 , 但 它们 不 是 一 种 新 运算 , 而 是 
在 两 个 向 量 的 乘法 基础 土建 立 的 。 分 别 讨论 如 下 : 


10.1 数量 三 重 积 


已 知 .Bc 三 个 向 量 ， 则 x66=dd 为 一 个 向 量 ,因此 
(x)c=drc 是 一 个 数 民 ,于 是 有 

定义 ”两 个 向 量 先 矢 乘 , 再 与 另 一 向 量 数 乘 , 所 得 的 结 黑 
称 为 数量 三 重 积 或 者 混合 积 . 

现在 讨论 (ex 经 的 几何 意义 。 在 此 假定 &、&8、ec 都 是 
非 零 向 量 . 


图 32-50 


将 @、5、e 移 到 共同 始点 , 以 它们 为 楼 , 作 一 个 平行 六 而 
体 , 并 作 Q=axbBb， 设 c,d 是 8, 底面 积 是 5, 高 是 及 体积 
是 到， 于 是 总 = Ix6|， 症 图 2-50(w) 中 , h= iclcosg， 0<9 


< 在 图 2-50(5) 中 ，&= |celcos(w 一 的 = 一 |c|cos5, 记 
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6 二 wmw， 合 并 此 两 式 , 刚 得 砚 = |cjl lecosg 又 
VYV=hS=|axbl|clicosd|= | (ax), Cj 

(出 于 体积 总 是 正 数 ， 所 以 应 取 绝 对 值 ). 由 上 式 可 以 看 出; 
(GxB8》,e 是 正 或 是 负 ， 取 决 于 9 是 锐角 或 是 钝 角 ， 也 就 是 : 
qx5 各 <c 是 指向 底面 的 同和 侧 或 是 异 侧 .， 更 明确 地 说 , 6.、 
c 形成 右手 系 时 ， 数量 三 重 积 是 正 ; 形成 左手 么 时 ， 则 为- 负 . 故 
得 

”定理 1 当 三 个 非 零 向 量 wa、 6. c¢ 成 右手 系 时 , 则 数量 三 
重 积 (@xD. Cc 为 正 , 否则 为 负 . 又 此 乘积 的 绝对 值 是 以 @、 
bc 为 楼 所 构成 的 平行 六 面体 的 体积 . - | 

”由 于 上 上 述 平 行 六 面体 也 可 以 看 作 是 以 5.c 或 c.a 作 亡 
， 面 . 故 它 的 体积 又 可 以 写作 | (6xc)vel 或 |(Cx 四 1. 在 此 
注意 : ga、 bc 成 右手 系 时 ， 6B、 c、 或 c、 .也 成 右手 素 ， 
故 得 


axD.c— Bx.a= cxa)b. (1) 
又 因数 量 积 适合 交换 律 , 故 得 
~ (axbc=e'. (axD). (2) 
由 (及 (2) 得 
(xb c= Ox:a= cxa.b 
=@'(bxe) -bcxa)=c.(axD). (8) 


当 @、b、c 三 者 中 有 一 个 或 两 个 或 三 个 是 零 向 量 时 , 则 (3) 中 
每 个 式 子 的 值 都 是 零 ， 此 六 式 通常 以 (a, Bc) 来 表示 . 
由 数量 三 重 积 的 定义 及 表示 方法 , 可 以 得 到 以 下 各 推论 ， 
推论 1 | 
(a, a, ©) =0, CY 
这 是 因为 axa~=0. - z 
推论 2 
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(oa, b, c= —(6, a, oo). (5) 
这 是 因为 ax5= 一 必 xa). 
推论 3 
ata’, b, 人 b, ce) + a’, b, ©). (6) 
【证 】 
(a+ra’, B, oO =i@+ad) xb :ce 
axb+axD-c={axO :ct (a xh)'c 
~ (a, b,cta', b,co).1 
推论 4 i 
mma, b, 0) =m(a, b, eo). (7) 
【证 】 
(ma, 6, c= maxb:c=[maxb1l:c 
=—m[(axb:cl=—m(a, b, .1 
利用 三 个 癌 量 的 数量 三 人 
的 问题 ， 这 有 下 述 定 埋 : 
定理 是 三 个 向 量 中 如 果 有 一 个 为 零 ,或 者 两 个 共 线 ， 或 
者 三 个 共 面 . 则 其 数量 三 重 积 必 是 零 , 反 过 i 来 也 成 立 . 
【证 】 己 知 三 个 向 量 a, 6 和 < 
1. 如 果 a 一 0, 则 ww. (Bxc) -0， 即 (am 5 e) =0， 如 果 
a.b 共 线 则 axb 一 0, 故 (ax5D).c-0, 即 (a, bb, 0) 一 0; 
如 果 .8c 共 面 , 则 (Gx 妨 ]c, 故 (ax 耻 :c=0, gh, 
€)=0, 
2. 设 (a, 5b, c) 一 0, 则 
a bxe)-b.cxa=ce' (xb =0, 
共有 三 种 情况 , 即 
(1 ga-0 或 8680 或 c=-0.; 
(2) bxce=0 或 cxq=0 或 gxb5=0， 有 即 68, c 共 线 或 
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C、G 闪 线 或 0 如 共 线 ; 

《3) 0 上 (Bxe) 或 BL cxX 人 或 cx 及， 即 EBD ec 
共 耐 . 】 

从 此 容易 推出 . 

定理 3 假定 沽 个 非 零 向 量 中 没有 两 个 共 缀 , 则 共 面 的 
充 要 条 件 是 其 数量 三 重 积 为 零 ， 

【 例 二 设 三 个 非 零 向 量 4、 召 .CC 中 没有 两 个 共 线 ， 则 
兴 面 的 充分 条 件 是 (BXxC)+ (CxA)+(4xB)=0、 

【证 】 两 边 都 以 生 数 乘 , 则 有 

A.TCBxXC) -CxA+CAKB l=A.O0 

了 厦 | (CxA), A4| (4xB) 故 A.CxA)=0,A.c4AxB) 
=0. 且 44.0=0 因此 上 式 化 为 (4. B, C)=0 故 4A, B,C 
共 面 . 了 

【 匆 2】 在 平面 内 已 知 一 个 四 边 形 4BCD, 又 4B, OD 


交 于 忆 求证 P< = 禾 甸 加 2 人 而 本 


Ca, 3, Da BO 
五 节 例 3). 
【证 】 利用 分 点 公式 , 则 有 
PC+toD 


《图 2-51)、 由 于 及 .如 、 忆 共 面 ， 故 
有 (4， 好 到) 一 0， 即 


(4, B, -0 图 251 


利用 (6) 得 (4, 万 ,卫生 庆 ) 十 (4 尹 , - 认 吕 )-0, 利用 (7) 得 


Tix B, OR (A, B, D) -0， 
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得 入 =- 一 (4A, B, C) - 4 4 且 2 
解 之 ,得 和 A 代入 情 中 , 邵 得 证 ， 卫 


下 面 来 排 导 (wu, 6, ec) 的 分 量 表 示 ， 设 d= {ui, aa， as}, 
b= {D1, bs, bs}, € = {ce1, 63, ca}。 旭 


bi bs | 2 ba bi, a 
dC-= [sd {7 
|e,, 3! |10a，6a C1, 02| 
i&a 8， i b&b; bp1 6:; 
故 a-:6xe)=a| 十 Ge | | ER 3 
02 C3 Os Gi C1 {02 
好 
U1 CG Gs 
(u, b, C=|b, 6 bsl. (8) 
Cl ta G3 
因此 得 出 。 


定理 4 三 个 非 零 向 量 的 数量 三 重 积 可 表示 为 一 个 三 阶 
行列 式 , 其 第 一 .第 二 、 第 三 行 的 元 素 分 别 是 三 个 向 量 的 分 量 . 

推论 ” 设 三 个 非 零 向 量 , 其 中 没有 两 个 共 线 , 则 三 者 共 面 
的 充 惨 条 件 是 ， 一 个 三 阶 行列 式 为 淮 ， 这 个 三 阶 行列 式 的 第 
-第 一 第-: 行 的 元 素 分 别 是 三 个 向 量 的 分 量 . 

【 鲍 到 出 公式 ( 功 、(6) 和 (7) 导 册 三 阶 行 列 式 的 三 个 性 
质 . 

吞 ， 设 @= {a ao, 43}, B= {0 063, bs}, C= {0 es 6s}, 
于 一 {dl，tz，Q;}。 于 是 i= {ta wat a gatast, 
WME = {Hd da mids}。 将 (65)、 《6) 和 (7) 分 别 用 分 量 表 示 ， 
(可 化 成 


U1 Wa Ws Di Oa bs 
1 Ga 也; Eb i ty Hs 
lo | [Ie ca cs | 
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即 两 行 互 换 , 行列 式 变 导 . (6) 化 成 


‘Tmtar as+as sms m1 Ua as 0 2 听 
b1 ba bs Ss bi ba bs 十 1 bs bs z 
C1 Ca Ca |ct ceo G3 DLL Gs Cs 


即 一 个 行列 式 可 分 成 两 个 行列 式 的 和 . 《7) 化 成 


mi Muse Mads Wi Wa Ws 
‘bi bs bs |=m|b ba bsl, 
O01 C2 Cs G1 C2 Cal 


即行 列 式 的 某 一 行 乘 上 一 个 常数 ， 等 于 行列 式 乘 上 同一 常 
数 . 
【 例 汪 化 简介 tc, ca, atb). 
解 lJ， 根据 定义 ,有 
B+e, ci+a, oto = Bt x C+a] (a+b) 
=bxctbhxatcxa arb) 
人 xc 二 [exg) :0 (为 什么 ? ) 
: 一 ,ce, a+Ce, a,b) 
=2(g, b, oc). 
解 3， 利 用 推论 8 和 公式 (3), 可 知 
(Bic, cio, a+b) 
=(b,.ctau, a+b) + (ec, ci+a, a+b) 
一 《5，c， ath+®, a, ath) 
+(C, cat +t{e, a,atb) 
—(b, ce, +(e, a, b) 
=2(g, b, C)。 | 
和 解 8， 利 用 分 量 ; 设 :@ 一 {0 03, 43}, b= {61, bs, bs}, 
c={0o, 0 00}, 则 B+c= {01+0 bs+63, bestes}, C+o 
= {61+ 1, 0at 42, C86s}, C+ B= {ot Db, ot ba, ta be}, 
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zi -Lel za 二 Cs Ds 二 Ca 
01 1 C2 十 他 3 Ga 一 Cr3 


1 - oO1 wo Oa wat bs 


所 以 B+c, c+a, 十 到 =: 


a1 Ga Ws 
Bi C2 bs 
cy Ca Cs 
【 例 5 已 知 三 个 非 零 向 量 巴 b,c, 则 
[Ca, 6, cj 关 |el 2l ci 
在 什么 条 件 下 等 号 方 能 成 立 ? 并 推出 此 不 等 式 的 分 量 表示 . 
【证 及 解 】 | (Ge，5，c)| 一 | (Ex 有 ae[ 委 |j@X8l ic| 
1aj 181ecl， 记 以 |o b, oI<ia)lbilel, 
如 果 三 个 向 量 @&，&， ec 两 两 垂直 , 则 
(Ex 人 ce， 所 以 jaexzoc[ 一 ax5licl. 
又 qlL6， 所 以 lax8}=|aj:j5l， 从 而 | (a, b, 号 | ~ 
laj: lb lcl. 
用 分 量 表示 , 设 一 {a 902, Qs}, 了 b= {oy, bo, bs}, C= 101 
02, Cs} 。 利 用 (a, 6, CO? 所 |ai?61)*. 1cl* 就 有 
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0 od) (p24- 522+ 52) (07+ 0+63). 


“2 


—2{(0, b, ©)., 


Ci Wa Ws 
b1 Da ps 
Br Ba fs 
这 是 计算 行列 式 的 估 值 公式 ， 即 阿达 玛 (Hadmar 册 行列 式 定 
理 关于 三 阶 的 情况 ， 

【 例 6) 求 质 点 是 A(a, Uw, Cs) ， Blb, b2, 0s)， Ce, 
62, 63) 和 号 (di， da，d3) 的 四 面体 的 体积 . 

解 ， 所 求 体 积 扩 是 以 48,，4C，4D 为 棱 的 平行 六 面体 
的 体积 的 证 ， 但 是 后 者 的 体积 = | (4B, 40, 4 力 ) |, 由 于 28 
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{ba bs—02, 03— Gs}, AO = {61~— 1, G2~ 2, 03— Qa}, 
AD= {di—a, da 一 4e，Qs 一 ta}。， 所 以 
| bi—@1 po 一 Ga bs— 
一 证 | (AB, AG, AD)| SS Ci—01 的 一 0a 603 一 
三 一 Gd 0a 一 Ca Ca 一 Ca3 


的 绝对 值 . 
1 te Ca 1 
pz ba Da 1 
注意 在 行列 式 | ” _ 中 ,从 第 二 行 ,第 三 行 ， 
G1 G2 Gs 1 
| d1 ds ds 1 
第 四 行 分 别 减 去 第 一 行 ， 得 到 . , 
a eu 0 bi1— 1 ee 55 一 03 


5 一 61 ba 一 Ca 03— ws 0 。 
一 一 |6 一 中 0 一 妇 , cs 一 as|。 


Gd1 02 一 ga Ca 一 Ca 0 
Mia 0 一 2 ds—o 


Qi 一 C1 aa 一 as Ca 一 Ga 0 


W1 Wz ws 1 
b: pa bs 1 
所 以 卫 一 去 | ” “| 的 绝对 值 。 此 与 三 角形 的 面 
G1 Cs Ga 1 
d: dd» ds 1 
积 的 计算 公式 完全 类 似 。 


*1O: 宛 ”向量 三 重 积 


已 知 a、b、c 三 向 量 , 则 (ex 区 Xe 也 是 一 个 向 量 。 于 是 规定 

定义 ”两 向 最 先 矢 乘 再 与 另 一 个 向 量 矢 乘 ， 所 得 结果 称 为 向 量 三 
重 积 . 

现在 推 求 (a Xb) Xe 的 计算 公式 ， 先 假设 a 与 B 不 平行 , 则 4=a 
xb+0, 且 d 生 直 二 ww 和 bb. 位 e 一 (axXB) Xe 垂直 于 d 因此 e 与 ws 
b 共 面 (图 2-52), 且 e 可 以 写作 a, 的 线性 组 合 (第 五 节 (5)), 即 


一 126 一 


(wxXb) Xe—agt np, CA) 
这 里 和 岂 是 待 完 的 数 。 下 面 米 确定 它们 的 数值 ， 任 取 一 点 为 原点 建 
立 直 角 坐 宗 系 住 7 轴 与 & 平 行 , wy 徊 与 平行， 然后 天 定 2 加 于 是 
得 到 | 
人 一 
C= 0 ak, 
所 以 exb= (oi) x bit boj) 
=arboli x i) =aba, 
《@ Xb) Xec—=tnPoR) xX Co crt rok) 
= rbantjd — edbarai. ©B) 疼 2-52 
由 (A) 式 可 见 (B) 式 的 右 端 必须 改作 a 和 6 的 线性 组 合 , 即 有 
(a xb) Xe= ~ hc baca) Cad) 4 oc mi + bj) 
=— (boat a.c)b., 
二 此 X= 一 (be), 4 二 (qe), 于 是 有 
{a xb) xXc=(g:cb— {br oa. [El 《9) 
如 果 @ 一 互 =0， 则 (9 显然 成 立 ; 如 果 区 xp 一 0 且 a 寺 0, 5 二 0 可 
令 b=ma， 代入 (9) 式 两 端 都 得 零 向 晤 , 故 仍 成 立 ， 
在 风量 三 重 积 中 , 最 重要 的 是 注意 连 乘 次 序 . 现在 计算 ax (bXo); 
由 ax (了 Xc) 一 一 人士 Xc)7XEE=(eXE5XE 一 pasc) 一 cfte)， 故 得 
ax(bxe)=blaec) —cla'b). (10) 
由 公式 (9) 和 《I0), 即 得 向 量 三 重 各 的 分 解 规则 ; 
定理 5 向 量 三 重 积 等 于 三 个 向 量 中 的 一 个 向 量 《 括 弧 内 的 ) 苹 以 
其 它 二 省 的 数量 积 , 减 去 括 弧 中 的 男 一 向 量 乘 以 其 它 二 者 的 数量 积 . 
【 例 7] 设 有 二 个 非 零 向 量 a、6b.c, 其 中 bb 与 a, 唱 与 c 不 后 直 . 
推导 Ca x6b) xXc 一 a x (bX oc) 成 立 的 充 楼 条 件 . 
解 ， 利 用 公式 (9) 和 (10), 即 得 
blqa:c) —albc)=b(r:c) —cla, b), 


所 以 
rh: =c(e'b), (+») 


[ 注 ] 如 果 设 Qa=miFaof ask, Bb-Di-bo 有 jb9R， C=C1i 十 Coj 二 Ck 经 过 
计算 可 直 禄 开明 公式 (8)， 读 者 斌 自行 补 出 。 
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由 第 八 节 合 4 知 ; 此 等 式 成 立 的 充 要 条 件 是 a 与 c 共 线 . 


注意 (*) 也 可 写作 (zc xXxa) Xp 一 0. 


*【 例 8】 用 向 量 三 重 积 的 分 解 规 则 证 明 : 


(Cbxe), Cxa), oxb)) = a, b, c)3。 


并 且 推 出 关于 附属 行列 式 的 一 个 定理 ， 
【证 及 解 】 利用 分 解 公式 (9) ,可 得 


{bxo), cxo) ,oxb)=bxO -Tc Xo) x {axb)] 


~{bxo :lxm Pa 一 Fecxey .albt 
一 人 由 Xec) -1[(cxa) :blal=(bxX0) {a, b, oo} 


= (a, b, c)2， 


由 第 九 节 例 8 知 : Bxc== ii 二 Aoj 二 Ask, cxa=Biit Boj Dak, 


nxb=C01it0eit+Cak. 


IT 了 da 
所 以 (bxec, cxXa, axb)=|B: B, 
| CGC Ca 
. ~|a: oo as 
又 《my 有 c) 一 ]D1 pe ps|， 
| le co cs 
利用 本 题 的 结论 , 则 得 
Ar aa daly 1A: As A 
pl bao bal 一 | 如 B, Bs 
c ca .C9 O14 Ca Og 
此 即 附属 行列 式 的 一 个 性 质 . 
习 是 2.10 


， 推 求 : CD 电 访 计谋 有 ; (2275 十 本 Rt fT， 


4s 
Bs 
Cs 


Ed 


- 化 简 : (1 (a, 6, ec 十 十 NB) (3a, at+bti+ec, «+b). 


. 已 知 三 个 向 是 e.5、c。 其 中 cLa clb, 又 人 = 


6,15|1==[c| 二 3. 求 (@, b, cy， 


求证: 三 个 向 量 mp 一 pc, nc 一 la, la 一 mb 必 共 而 。 
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人 


6 


， 且 jej 一 


en 


"1; 


“12， 


， 说 明 下 列 三 个 向 量 所 处 的 位 置 : 


《二 ) 下 二 开 ， 下 = 不 -一 
C2) a=2i+j, Bb: di—j-1-k, C=-:07-:-3k; 
(3) a=3i+2)—k, b=-8ic4i, c-:i—2k. 


= a b {bi bu ba}, 求 (Cig + mib), Oot meb), 


Clr + miab) ) ， 


| pe | 


$833 8 3 3 3 3? 


形成 两 两 希 直 的 单 似 向 量 组 , 旧 成 右手 系 . 


， 求 四 点 4(adi，ao， Ga), BOB1, ba, ba), Ce1, Co, 63}, DlA1, Go, A3) 


共 面 的 充 要 条 件 . [提示 . 4 访 ，AC，A 户 共 面 .J 


如果 lel 二 1, |5|=2, 2 名 =60” 求证 wx (Xa)=b 一 6 
: 推 证 三 阶 行列 式 的 一 个 性 质 ， 如 果 把 一 行 加 狠 另 一 行 上 上 去， 则 行 


列 式 的 值 不 变 . 
[提示 : 先 证 (AxB):C 和 4)=(4xB).'C. ] 
已 知 三 个 非 零 向 量 Qa、5、c 不 共 面 , 则 任 一 向 晤 > 可 以 分 解 为 
(ag, b, or=(r, b, atlr, c, b+(r, a, be, 
[提示 ; 根据 第 五 节 (10) 分 别 用 pxec cxe，@x5 去 数 乘 r， 即 
可 和 定 册 2 4、y.] 
分 解 已 知 向 其 4 为 两 个 向 量 ， 其 中 一 个 平行 于 已 知 疝 量 w: 而 另 
一 个 则 垂直 于 向 景 <. 
[提示 ; 于 公式 (9) 中 令 c=a 再 移 项 . ] 


第 十 一 节 ”多 向 量 的 乘法 


多 个 向 量 的 飞 法 可 以 转化 为 三 个 向 量 的 乘法 。 先 来 计算 下 个 向 量 


(gxb)'(cxd)=a:[bx (exa)] 

=a:[cip.d) dbl=gc bd- ad pe) 
CC ca:d 

-| a 
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所 以 


DC a'd 
be bd| 
这 个 公式 叫 拉客 朗 日 公式 或 拉 普 说 斯 (Laplace) 公 式 ， 

{taxpx exd)=ctaxbh)-:d dlaexb):c)=cltae, b, d) 
一 d(a, b, c), 艺 


(axb)'(cxd)= (1) 


(oxb) x xad)=({a, b, dc (a, b, ed. 《2) 
同 理 

(exp)yxf(ex 四 一 (ee db (b, ce, dya, (3) 
由 (2) 及 (C3) 得 


推论 (6, cy, Dat tec, a, dp+ (a, b, dct+ (bh, a, cd=0, 
[31 ON 果 @ lb, Riaxiax[ax (og xb)}=a'b. 
\ 计 】 由 第 十 节 59) 知 : 
sx (axb)~atab)—blg'w) = —ab, 
用 ww 矢 乘 等 式 两 端 则 得 . 
| ox[ax{taxb)l=—algxb)=2(b oe), 
再 重复 运算 一 次 , 得 
ux{ax[axtaxb)]t 
~—a?fa x (bx 0)] 
| 
*[ 例 2] 已 知 一 个 正四 面体 ABCD 
的 夸 长 是 4 利用 公式 tl) 推 求 它 的 两 个 面 
的 夹 角 . 
解 ， 两 向 量 w= 二 A 训 x A 及 b= 有 A 图 2-53 
XA 分 别 在 4BC 面 的 垂 线 上 及 4BD 面 的 短线 上 《图 323-537、 如果 
所 求 的 夹 角 9 是 锐角 , 则 cos 0 一 2- ,lal arein 60° = oy 


lailbl 
Ib| YB, 故 


三。 二 CAB x < “AB x 7 


< 


a oo oa wa 
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. 十 工 
外 笠 COSO= |a:b| 一 一 一 一 -一 到- 
从 耳 抬 le:b) 3 \ 3 a 3" 
人 5 人 
所 以 OQ =arc cos 二， 
习 题 2:11 


了 这 证 (@xbD x axd})=(g, b, d)'a 
2. 式 计 . (ax bcexd)+(laxe)'ldx bo way th ed. 
3. 求 ii,，(1) a:[(axb) xa]=0; 
(3) b:[taxb’ixal]-lal lb!?sin?9， 这 里 和 b. 
4. 求证 ax[(hxa)x (axc)]=0. 
*5, 求证 ax[bxtcxqd)]=(b'q)(axc) 一 lb'c)(axd), 并 推出 
ax‘ibx[cex (dxe)]}, 


第 十 二 节 ”向 量 方程 的 概念 


和 和 中 学 代数 里 的 方程 一 样 ， 我 们 将 含有 未 知 向 景 的 等 式 
叫 向 量 方程 ,后 面 研究 图 形 时 将 用 到 它 、 例 如 &- 和 = 3 其 中 
多 是 未 知 向 量 , 5 是 常数 . ee 

. 今 举例 说 明 其 解法 ， 

《 例 巧 试 解 向 量 方程 组 @ 和 一 六 fxw= bh. 其 中 4 各 
常数 , a=#0, Bx¥0, BiLb. 

解 ， 设 = {a az, tx}, 6 一 {D1, ps， ps}, Y= {v1, Va, as , 
由 于 6=0, 夏 久 =0，2xw=6, 化 成 Ex (wl 二 va7 十 Zek) 
一 0 十 bs 了 十 0 天 ， 即 2 天 一 wa 一 po 了 十 De 无 ， 比较 等 式 两 端 ， 
得 w= 二 0s,， ws = 一 0a， 将 GQ: 一 1 化 成 cazd 十 aaze 十 cazas 一 !. 将 


zy, ws 代入 上 式 ,得 m1 Clrasba aubs), 于 是 即 求 得 zz， 
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“中 例 2] (DD 试 解 向 量 方 程 a-w=1。 其 中 a 于 0, 1 是 常数 ; (2) 试 
解 向 量 方程 组 @-:x=?, b:x 一 in, ce: 区 一， 其 出 a 天 0, 5 和 ,cc 二 0; Ca， 
bh, 0) 二 0 IT、 9 、 3 是 常数， 

和 解 ，(1》 诬 二 {a1, qz 431, 2 一 {z，zo，za ， 则 有 aa 十 aazZa 十 
7:84 一 1 这 是 三 元 一 次 方程 ,是 不 定 方程 , 它 的 几何 意义 下 面 将 歼 介 绍 ， 

《2) 和 (1) 一 样 , 可 得 三 个 三 元 一 次 方程 , 且 系 数 行列 式 不 等 于 零 ， 
故 有 唯一 解 ， 

上 述 是 将 向 量 方程 转化 成 代数 方程 来 解 的 ， 了 面 再 直接 来 解 向 量 
方程 ,将 ax=1 及 .w= 分别 著 以 mx 及 工 后 把 两 式 相 减 , 即 得 Ce 
一 四) .2 一 0， 所 以 xm 一 如 ); 司 理 人 五 一 了 cy 一 0 所 以 和 |] (nb 一 
me)， 玻 z 必 与 (ma 一 1b) X00 一 me) 共 线 , 耶 < 王 和 [Cg 一 十) X nb 
一 mc)] 一 Xm[i(bXc)+m(cxa)+n(axb)]， 这 里 是 待定 系数 ， 下 
面 确定 入 的 值 : 以 b 数 乘 上 式 两 端 , 则 得 b,x 一 Xm[ibxXc)+m(exa) 


二 nC xX 加)]-b， 又 因为 bw 入, 故 有 XW 和 = 一， 从 而 得 到 
(a, b, ©) 
sm ts xe) +m(exa) tna xb)]. 


习 题 分.1 之 


1， 试 解 41x 十 bg 一 KR 02x 十 ba 二 2 这 里 1、b4、 G2、 B23 是 常数 ， 且 
di03 一 dob1 关 0; 民 、Kkz 是 已 知 向 重 . 
2. 试 解 a.x=l. 这 里 % 是 已 知 非 零 向 量 , 7 是 常数 , 且 x 与 a 共 线 ， 
3. 求 与 z 轴 垂 直 ， 且 适合 gx bw 一 ?rw 的 向 量 x.。， 这 里 a、 上 是 
已 知 非 等 应 量 , 目 zx 关头 人 bxXE0, (@, bb, KR) 0. 
*4. 设 oz 王 与 2 部 是 已 知 向 量 , 且 上 与 垂直 ; 与 五 不 垂直 。， 试 解 


绿 -Y 一 M( 常 数 )， 古 次 革 一 本 


本 章 提要 


1， 向 量 的 基本 概念 
GD 特征 ”具有 大 小 和 方向 , 
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(2》 表示 法 

Gy 几何 表示 。 用 有 向 线段 

位 置 向 量 ”始点 是 原点 , 终点 是 了, 记 作 OP 或 P, 长 度 记 作 [OP1 
或 2; 

自由 向 晤 ”始点 是 户 ， 终点 是 Pa， 记 作 孔 Ps 或 bp， 长度 记 作 
| 志 B| 或 Ip| 误 pp. 

Gi) 代数 表示 “用 分 量 (坐标 ) 

位 置 向 最 设 Plz, y, 2), 则 P= {zy, 村 一 这 十 证 十 5 

自 册 向 最 设 P(r Wi 1), PalTo, Y2， #2), 央 BP,= [zs 一 ol 9 
一 急 ，2a -人 一 《83 一 ZTE 十 (ta 一 纹 ) 玫 十 《2 一 2 大， 

(32 特殊 向量 

(i》 相等 向 量 (a==5), 相 反 向 量 (a 和 一 2); 

Gi) 零 调 最 (0), 单位 向 量 (a?). 

2， 向 量 的 线性 运算 | 

设 有 向 量 集合 及 实数 集合 及 ， 规 定 两 神 运算 叫 线 性 运算 . 

(1) 向 量 加 法 a, bERIY, 则 a+bE 及 

《2) 数 与 向 县 茉 法 aEV, mER, 则 maE&E 了 . 上 述 运算 适合 下 
列 基 本 性 质 . 

(i) 加 法 交换 律 ga+b=b+a; 

(i》 郝 法 结合 律 gr+ 尼 ee) 一 (ea 十 B) +e: 

(iii) 减法 可 能 学 a, bEV, 则 有 xEV， 满 足 a-+x=b， 记 作 


T=4—b; 
(vy) a+{—a) =0; 
(VY) Da 一 wz; 


《Yi) 线 法 结合 PNG) — C119} 0 

(vii) 加 法 和 乘法 分 配 委 (m--n) a= ma + ng, 
moatb) ~=ma tmb; 

(viii) lea., 

在 高 等 代数 里 ,六 叫做 一 个 向 量 空间 ， 辐 时 还 有 如 下 铂 质 . 

(i) 三 角形 不 等 式 Jal 一 jb|<iaibj<laj+|b); 


i 注 ] “&"” 是 翅 于 记号 ，。 
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(iy 消去 律 ”“ 设 ma 一 aaa 大 0 ， 则 位 一 起， 
设 和 一 人 Bf 二 0)， 则 在 一 攀 

《iiiy 多 个 向 量 的 加 法 ; 多 边 形 规 则 ， 

3. 向 量 的 线性 关系 

(1》 两 个 非 零 向 量 共 线 的 判定 ; 

(2) 三 个 不 同 点 共 线 的 判定 ; 

(3)》 三 个 非 零 向 其 共 面 的 判定 》 

《4》 四 个 不 同 点 共 面 的 判定 ; 

《5)》 四 个 非 零 向 量 成 线性 关系 

C6》 平面 内 向 量 的 分 解 ; 

《7) 空间 商量 的 分 解 ， 

和 两 个 向 量 的 数 科 法 

(1 定义 及 记 法 ; (2) 运算 律 : (站 交换 律 ; (i 结合 律 ; CD 分 配 律 ; 
(iy) 消去 律 不 成 立 . 

《3) 几 个 性 质 ; 介 ) 两 向 量 的 夹 角 ; (i 向量 的 长 度 ; GiD 一 个 向 量 在 
另 一 向 量 上 射影 的 大 小 ; Gy) 两 个 非 零 向 基 垂 直 的 判定 ， 《4) 分 量 表示 ， 

-条 .两 个 向 量 的 矢 轨 法 

(了 定义 及 记 法 ; (2) 运 算 律 i) 反 交 换 律 ; (这 结合 律 ; (iii) 分 配 律 ; 
Ciy) 消 去 律 不 成 并 . 

(3) 刀 个 性 质 : (i) 两 个 启 量 的 类 角 ; (Gi) 两 个 向 量 所 构成 的 平行 四 边 
形 的 面积 ; Giiy 两 个 非 零 向 量 平行 的 判定 ， 妈 ?分 党 表示 ， 

6. 三 向 量 的 数 生 法 

《1 定义 及 证 法; 2) 运算 规则 ; 加 

《3) 几 个 性 质 : 6) 三 个 向 若 所 攀 成 的 平行 六 面体 的 体积 ;ii 右手 系 
的 判定 ; Gii) 三 个 非 零 向 量 中 没有 两 个 共 线 时 , 它们 共 面 的 判定 。 

复习 题 二 

1. 已 知 正六 边 形 04B0CDE， 设 04= 一 4, (让 =B， 求 00, 0 和 0 名 ， 


. 在 A4BC 中 ,已 知 4 方 和 4C， 求 三 条 中 线 向 量 - 
3. 已 知 空间 下边 形 4BCZD. 又 4C 的 中 点 为 型 ， a 求 


证 MN = 3AB+0D) =AD+P). 


心 
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214， 


45. 


16, 


17. 


18. 
19. 


， 人 A1iAsAsdy, 且 ANel peat vees, 这 时 21、 9 
和 es 是 三 个 不 共 面 的 向 景 。 求 ep Asds, HsA, 和 Aidi. 
， 或 证 三 角形 - 江 个 顶点 的 位 置 向 量 的 大 | 等 于 三 边 中 点 的 位 置 向 量 的 


和 |。 


， er a 在 点 ， 对面 重 心 为 终点 , 作 四 个 向 量 。 求 证 


它们 欧 和 必 是 寒 ， 这 个 结果 说 纹 什 么 几何 性 质 ? 


;在 三 :角形 内 求 es 以 此 点 为 始点 ， 作 者 项 点 的 位 置 向 量 , 使 其 和 


是 到 向 量 , 并 推广 型 多 角形 上 讨论 . 


: 已 知 两 个 非 零 向 量 @ 和 565.) 求 ~- 一- yp | 《es 一 土 卫 成 立 的 


充 要 条 件 ; (3) 求 @- 上 太一 Ka 一 五) 成 立 的 充 要 条 性 . 
已 知 四 边 形 4BCD 的 顶点 的 位 置 向 其 。 求 (1D) 它 是 平行 四 边 形 的 
充 问 条 件 : ( 允 它 是 矩形 的 充 要 条 件 ; (3) 它 是 正方 形 的 充 要 条 件 . 
。 在 三 -角形 4BC 的 三 边 BEC、0C4、43 上 分 别 取 研 、 焉 、N 三 个 点 . 


求 三 向 最 4 六 、5 政 、 CN 首尾 衔接 成 一 个 三 角形 的 充 要 条 件 . 


， 求 证 第 四 节 例 2 中 的 立方 体 OANB 一 CMPL 的 六 楼 中 点 4、 好 >、 


妈 a、 邓 4 、 到。 和 He 必 共 面 . 


Ve 一 - 一 人 - 
. 设 a=V3, b=1, mw， b= 地 . 求 +b, og-b, 


求证 : 由 任意 一 点 到 三 角形 三 顶点 委 距 离 平方 和 的 四 倍 等 于 由 该 


感到 各 边 中 点 所 作成 的 线段 平方 和 的 四 倍加 上 各 边 的 平方 和 
《四 设 B、c 是 单位 向 量 ， 是 a 二 bie-0 求 b-ciea ta-b;, 
(9) 设 ,5c 是 三 个 向 量 , 上 2 上 Dec=0 又 4=1, b 一 2, c=3, 
荡 Bc 二 ca 十 ci， 

如 果 @、5、c 是 两 两 竹 直 的 已 知 向 量 ， 求 pa4-ob+yc 的 长 度 ， 这 
里 p97? 让 己 关 北 . 

求 计 : 多 角形 一 边 的 平方 等 于 其它 各 边 的 平方 和 加 上 每 两 边 及 其 
夹 第 \ 取 各 边 思 方向 所 夹 的 角 ) 的 余 尽 滋 积 之 和 的 二 倍 . 

竹 入 4BC 中 , 设 BC=14, C4-15, 4B=13. 试 求 (1 BA.BO, 
(BOCA 

来 证 : 三 角形 的 三 条 高 线 共 点 (此 点 到 委 心 )， 

求证 : 蒜 形 的 两 条 对 和 角 线 互相 垩 直 ， 
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“24. 


29. 


已 知 等 又 三 角形 两 星 上 的 中 线 孔 相 改 直 , 求 顶 角 、 | 提示: 用 三 边 


所 作 的 向 量 写 出 中 线 向 里， 项 骨 是 44, 底 角 是 已 .OO， 推 出 cos 要 
_ 2sin?4 | 
SI 如 


两 个 非 零 疝 量 a {4 as, aa} 及 b= fb1, ba， b3} 共 线 的 充 要 条 


td dg | 


件 是 ,矩阵 [2 | 的 秩 是 工 
{ 提 示 :， 参 着 附录 第 二 节 ，] 


试 定 一 个 单位 向 重 ， 使 之 垂 旧 于 两 个 向 蝇 fat Gay Ge 了 和 {by Dba, 


bs}. 


- 一 个 质点 的 速度 由 两 个 速度 w 和 合成， 它们 的 夹 角 是 ca， 如果 


两 个 速度 改 为 au 和 ow ll4a>1)， 生 合成 的 大 小 不 变 。 求 证 : 


au 一 tb 再 证 这 两 个 合成 速度 的 交角 的 正切 是 a 


已 知 两 条 直线 二 各 有 三 个 点 .B.C 和 4'、B',C'， 如果 BOY 

BrO', CafC'4', 则 4841B'，[ 提 示 : 先 证 恒等式 

(BC xB -OO+C—A) OC-A+(A-BY x (A' -BH 
=—(B'XC+OxA+AXB)—BxC+CxA+AxXB)=0.] 


， 设 力 ,9、r、n 是 任意 向 是， 求证, a=PpXn, b=gxn, c=rXn 


必 共 面 . 


， 已 知人 4BC 三 边 的 中 点 是 4, B'、0C'， 又 忆 是 任意 点 。 求 证 ， 


(P, 4, 4)+(P, B, B)+KP, C, CD 一 0. 


.举例 说 明 第 十 节 例 1 中 的 条 件 不 是 共 面 的 必要 条 件 ， 


((@xb), ecx), ex) 一 (ob b, d)tc, e, f) 
一 (ca b, c) (d, e, f) 
一 (ao bh, ef, cy d)— (a, b, fle, c, d) 
=(c, d, @) (pb, e, 用 一 Ke d, b)la, e, }. 
求证 : 
(Co xp), bXg, Cxr)) te xg, (bxr), (xp)) 
Taxr), (bxp) le xq)) =0, 
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求证 ，ax (xXe) 十 bx (cxa)cx (axb) 一 上 9， 并 说 明 它 的 几 
何 意 义 . 


思考 题 二 


已 知 三 角形 三 个 项 点 的 位 置 向 重 , 又 知 由 三 边 高 线 所 作 的 向 量 . 先 
求 垂 心 豆 和 外 心 区 的 位 置 向 党 , 并 证 重心 G 位 于 吾 和 下 的 联 线 
.上 ; 目 内 分 这 两 点 的 比 为 2:1, 


.如 果 一 个 四 面体 的 三 对 对 棱 都 垂直 , 则 称 直 交 四 面体 。 


《1) 四 面体 如 有 两 对 对 校 异 直 , 则 必 是 直 交 四 面体 ; 

《2) 四 面体 为 直 交 四 面体 的 充 要 条 件 是 它 的 三 对 对 校 平方 和 相 
等 ; | 

《3) 设 四 面体 的 一 个 顶点 和 对 面 三 角形 的 重心 的 联 线 与 此 平面 相 
侄 直 , 则 必 是 直 交 四 面体 ; 

《4) 四 面体 是 直 交 四 面体 的 充 要 条 件 为 它 的 三 对 对 棱 的 中 位 线 (对 
楼 中 点 所 作 的 线段 ) 相 等 ， 

(5) 四 面体 的 三 条 高 线 { 巴 点 到 对 面 的 垂直 线段 ) 如 果 共 点 ， 则 必 
是 直 交 四 面体 ， 且 第 四 条 高 线 也 过 该 点 《此 点 则 四 面体 的 双 


Nn 
I 


， 两 个 三 角形 的 顶点 有 一 一 对 应 的 关系 。 如 果 从 第 一 个 三 角形 的 三 


个 顶点 到 第 二 个 三 角形 的 对 应 边 作 垂 线 , 而 三 委 线 共 点 , 则 由 第 二 
个 三 角形 的 三 个 顶点 到 第 一 个 三 角形 的 对 应 边 作 垂 线 也 必 共 点 , 
已 知 三 个 三 角形 , 如 果 第 一 个 和 第 :二 个 , 第 二 个 和 第 三 个 都 有 上 述 
性 质 , 则 第 一 个 和 第 三 个 也 必 有 同样 的 性 质 (传递 性 ). 


。 己 知 兰 点 4、 五 和 CO 求证 重 思 利 希 和 效 拉 去 卡 ( 吾 . Hornrichand 


卫 . Hlawka) 不等式 
1A+B+C|+|4|+iBi+ICl=|B+CI+IC+4i+|4+B|, 
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在 平面 解析 几何 里 , 最 简单 的 曲线 是 直线 , 它 的 方程 是 二 
元 一 次 方程 。 从 代数 角度 看 ， 它 在 空间 解析 儿 何 里 有 两 方面 
的 推广 , 一 方面 是 平面 (用 一 个 三 元 一 次 方程 表示 ), 另 一 方面 
就 是 空间 直线 (用 两 个 三 元 一 次 方程 表示 )， 本 章 首先 利用 向 
量 和 坐标 两 种 工具 建立 平面 的 各 种 形式 的 方程 ， 然 后 讨论 点 
与 平面 以 及 两 个 平面 间 的 位 置 关 条 和 度量 关系 ， 最 后 讨论 合 
参数 的 平面 方程 ， 也 就 是 平面 族 的 方程 。 学 习 本 章 时 要 结合 
平面 解析 几何 中 直线 部 分 的 相应 内 容 来 考虑 ， 


第 一 节 平西 方程 的 点 法 式 和 普遍 式 


:1 平面 方程 的 点 法 式 


仿照 平面 解析 几何 中 直线 的 法 线 的 概念 ， 我 们 规定 空间 
解析 几何 中 平面 的 法 线 的 概念 如 
于 


直 的 直线 叫做 它 的 法 线 ， 法 线 有 
两 个 相反 的 方向 ， 现 规定 正方 向 如 


下 ; 如 果 严 不 过 原点 , 从 原点 向 天 作 
三线 , 重 足 记 为 DD, 射线 OD 的 方向 
就 规定 为 法 线 的 正方 向 (如 图 3-1); 2 

如 果 严 过 原点 ， 法 线 的 正方 向 可 由 第 三 个 方向 角 ><90” 规 
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定 ; 如 果 >= 90?， 即 过 # 轴 , 则 可 由 第 二 个 方向 角 B 一 90” 
规定 ; 如 果 B=y-=…90°, 即 w 与 % 平 面 重合 , 则 规定 法 线 的 正 
方向 与 轴 的 正方 向 一 致 . 
为 了 以 后 运用 方便 , 我 们 规定 两 个 概念 如 下 : 以 原点 为 始 
点 接 灿 站 肯 正方 和 所作 的 疝 业 平西 的 站 总 内 可 如 图 
3 寺中 OW 就 是 ， 凡 与 平面 法 线 平行 的 非 零 向 量 叫 平面 的 法 
自卫 ,如 图 3-1 中 的 tm 就 是 ， 我 们 要 注意 到 平面 法 向 量 的 始 
点 是 任意 的 ， 而 它 的 方向 与 法 线 正方 向 可 以 相同 ， 也 可 以 相 
肥 ， 在 图 3 二 中 的 zm 就 与 O 玉 同 向 。 
已 知 平 面 关 的 一 个 法 向 其 ia， 又 知 它 上 上 面 一 个 定点 Po， 
于 是 地 就 可 以 看 作 是 过 Po 与 14 牌 直 的 平面 ， 也 就 是 说 ， 平 
面 z 由 Po 及 ?mm 唯一 决定 ， 内 此 平面 可 以 看 作 适合 以 下 条 件 
的 点 的 轨迹 ， 它 上 面 的 任意 一 点 与 某 一 定点 (也 在 平面 上 ) 所 
成 的 向 量 永 远 和 某 一 常 向 量 (平面 的 法 向 量 ) 垂 直 ， 根 据 这 一 
特征 , 我 们 来 建立 向 量 形 式 的 平面 方程 . 
设 卫 是 zw 上 的 任意 一 点 ， 于 是 BoP 一 定 和 1m 三 直 ， 因 
此 它们 的 数量 积 为 零 , 凤 4. PoB-0， 但 P=P- PP 所 
mm: (P—P)-0, m+0. (OD 
这 里 要 注意 :三 利 已 是 位 置 向 量 ,1m 是 自由 向 量 , 并 且 PP, 和 
zm 是 常 向 量 , 卫 则 是 流动 向 量 ， 
反之 ， 如 果 PP 和 是 常 向 量 ， 忆 是 流动 向 量 ， 且 适合 
(DD 式 , 那 末 逆 推 回去 , 就 得 到 me Po 总 =0， 这 就 说 明了 卫 点 
必 在 zn. 上 , 
因此 向 基 方 程 ( 了 就 是 严 的 方 各 ， (四 岂 做 向 量 形 式 的 平 
耐 方程 的 点 法 式 ， 现 存 将 它 化 为 坐标 形式 ， 
设 Po(zo, yo so), 了 (zw, y, 2), 于 是 有 
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P- P= {x— wo, y— Yo, 2— £0o}, 

又 设 TE= {z，5，c， 吧 十 六 十 全 关 0， 则 《1 可 表 成 

GE(2 一 20) 十 5 人 8 一 oo) te 20) 0 a+b?+e¥0. (2) 
(2) 叫做 举 标 形式 的 平面 方程 的 ， 点 法 式 ， mee 这 里 &， 
5, c 是 平 曾 的 法 线 的 一 组 方向 数 . 

将 七 面 的 结果 合并 ,得 

定理 1 过 定点 Pelto, to 20), 以 a, 59,6 为 平面 法 线 的 
一 组 方向 数 的 平面 方程 的 商量 形式 是 (4), 坐标 形式 是 (2). 

注意 ”为 简便 想见， 以 后 将 平面 方程 (1)， 简 称 为 平面 
CL) 

{ 例 1] 求 过 Polzxo, Yo, %0) 且 法 癌 量 在 2 轴 上 的 平面 的 
方程 . 

解 : 取 mm 一 上， a 

k.(P—P)=0. 
化 成 坐标 形式 , 即 得 
2 一 加 一 0. 

【 例 2】 如 果 一 个 平面 的 法 向 量 的 三 个 方向 角 相 等 ， 且 ， 
过 定点 Pofzo，gWo， zxo)， 求 此 平面 方程 . 

和 解 ， 由 第 一 章 第 三 节 例 1 知 . 法 向 量 的 三 个 方向 角 a. 8、 
?适合 


cosa=cos B= cosy 一 和 ， 其 中 &= 土 i， 


于 是 
eV3 ev3 全 


N° = {coso, cos 8, 0o0g ?一 人 3 了 B} 了 5 


在 此 可 到 可 -下 > 主因 此 由 CD， 得 


一 OD -- 


(> ME +S) (P- PD) -0, 


或 人 十 7 十 天 ) :CP— Po)=0. 
化 成 坐标 形式 , 即 四 
(2 一 20) 十 (一 加 ) +t (EO—20)=0, 
【 便 3】 有 求 两 点 Pi(z1, Yi, 2) 和 Po (xr2, Ya, zs) 的 垂 直 平 
分 面 ( 中 垂 面 ) 的 方程 . 
解 ， 设 PiPs 的 中 点 是 Po( 瑟 填 至， 多 于 由， 和 寺 衬 ) 又 
PB,— {Ta — 1 Ya— Yi 2421}, 
取 ?n 一 PiP;, 于 是 PP 徘 直 平分 面 的 方程 是 
PB,. (P-P,) -0. 
化 成 坐标 形式 , 得 


(wa—a1) (和 5 兴 )) + (2 ~ Ys) [ly _(2 二 和 


+ (一 | z 一 (如 计 拓 儿 -0， 


即 
(ea 一 的 )0 Ya — YY + (za — 1)% 


一 子 [( 吕 一 99 十 ( 姐 一 扫 ) 二 雹 -区 ]. 


1 多 平面 方程 的 普遍 式 
出 (2) 可 得 
az 十 08 十 cz 一 (eaoo 十 Dj 十 czp) 一 0， 
如 果 令 @= 一 《axot+5yo 十 cz0)， 则 上 式 就 可 写 为 
GZ 十 DVI 一 (2 十 可 =0，02 十 加 十 失 天 0 (83) 
因此 平面 方程 是 三 元 一 次 方程 . 
反之 , 任何 三 元 一 次 方程 (3) 都 表示 一 个 平面 ,下面 就 来 


—141- 


证 明 . 因为 适合 (3) 的 zw、 多 必 有 无 数组 ， 今 取 一 组 (zo，yo 
zx)， 则 有 
axot+ byot cto d=0, 

即 d= 一 (ezo 十 Btyo 十 czo)， 
人 
av+ by — (avot by0 cz0) = 0, 
或 ws— to) oY — Yo) te —20) =0. 
此 即 (2 式 , 故人 (3) 式 一 定 表示 平面 。w&、5、e 是 法 线 的 一 组 方 
向 数 , 或 者 说 是 一 个 法 向 量 的 三 个 化 标 . 

定理 & 平面 坐标 形式 的 方程 是 三 元 一 次 方程 , 反之 , 三 
元 一 次 方程 一 定 表示 平面 ， 且 它 的 系数 是 平面 法 线 的 一 组 方 
向 数 . 
由 此 可 见 ， 和 代数 中 的 三 元 一 次 方程 ， 在 几何 里 就 表示 平 
面 . 

在 (3) 中 ， 取 动 点 (2, y, 2 的 位 置 向 量 是 P= {2%,，y, 2%}， 
又 取 12 一 {4,5, 0}， 则 (3) 就 化 为 

m:P+ad=0. (4) 

(3) 及 (4) 分 别 叫做 坐标 形式 和 向 量 形 式 的 平面 方程 的 普遍 式 
或 一 般 式 。 (3) 式 与 平面 解 术 几何 中 直线 方程 的 普遍 式 完 全 
类 似 . 


王 ' 仿 平面 方程 普遍 式 的 讨论 


已 知 平面 (8), 现 就 它 的 系数 是 否 为 零 来 讨论 它 关 于 坐标 
轴 的 特殊 位 置 . 
1. 假如 4&=0, 则 (3) 就 化 为 
avz+byt+cez=0., 《5) 


显然 (0, 0, 0) 适合 (5), 因此 平面 (6) 过 原点 ， 
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2. 如 c=0, 则 (3) 化 为 
az+ by+d=0. (6) 
由 于 (6) 的 一 个 法 向 量 的 三 个 坐标 是 4g，3，0; 而 天 = 10，0， 
1}, 显然 , 
«(0)+5(0) +o(D 一 0. 
故此 平面 的 法 向 量 与 2 轴 垂 直 , 也 就 是 说 平面 平行 于 % 轴 . 
同 理 , 当 8 一 0 时 , (3) 化 为 


aw+erta= 0. 0 
当 &=0 时 , (3) 化 为 
by +cest+d=0, (8) 


(7 了) 与 (8) 分 别 表示 平行 于 y 轴 及 2 轴 的 平面 ， 或 者 说 重 直 于 
zx 面 及 yz 面 的 平面 . 
3. 如 4 一 6=0， 则 (3) 化 为 
av+t+d=0., (9) 
C9) 式 所 表示 的 平西 , 既 焉 站 于 zy 面 又 刁 直 于 人 巡 面 ， 故 必 垂 
直 于 两 个 坐标 平面 的 交 线 一 -4 轴 ， 或 说 与 yz 面 平行 ， 
人 朵 理 , 当 % 一 c=0 时 , (3) 化 为 


vy+a=0. (10) 
当 g=8=0 时, (3) 什 
+ad=0. (11) 


它们 分 别 表示 垂直 于 yy 轴 及 > 轴 的 平面 。 或 分 别 平行 于 季 
面 与 zy 面 的 平面 . 
4. 如 gg 一 4 一 0， 则 (8) 化 为 - 
by-cz=0. 的 (12) 
(42) 表 示 通 过 原点 且 与 < 轴 平 行 的 平面 ， 也 就 是 过 轴 芍 平 
面 . 
同 理 , 当 5=d~0 时, 则 (38) 化 为 


一 143 一 


2 十 cz 一 0 (18) 
0 -Q@ 一 0 时, (3) 化 为 
wz 十 2 一 0. (14) 
《18) 及 (14) 分 别 表示 过 2 轴 及 ? 轴 的 平面 . 
5. 如 果 8=c 一 d 一 0, 而 & 关 0 时， 出 (8) 化 为 


gz 一 0 或 z=0. (15) 
此 即 yx 面 . 
同 理 , 当 c=ad 二 0, 丽 00 时, 则 (83) 化 为 
by=0 或 gr=0 (16) 
当 &= 0 4 一 0, 而 5 关 0 时 , 则 (3) 化 为 
| c% 一 0 或 zx 一 0. (17) 
(16) 及 (17) 分 别 表示 z2 面 及 wy 面 . 
归纳 起 来 ,有 


定理 8 在 平面 方程 的 普遍 式 中 , 如 果 常 数 项 不 是 零 ， 且 
缺 某 一 个 变数 , 则 平面 一 定 平 行 于 该 变数 所 对 应 的 坐标 辅 ; 如 
果 缺 某 两 个 变数 ， 则 平面 一 定 平行 于 该 两 变数 所 对 应 的 坐标 
面 . ; 
定理 4 在 平面 方程 的 普遍 式 'H， 如 果 常 数 项 是 零 , 且 铅 
某 一 个 变数 , 则 平面 一 定 过 该 变数 所 对 应 的 坐标 轴 ; 如 缺 两 个 
变数 , 则 平面 一 定 是 这 两 个 变数 所 对 应 的 坐标 面 

*【 例 4]】 求证 4 一 和 十 Y 一 gg 一 0 表示 两 个 平 加 ， 并 说 明 它 们 的 位 
置 特征 .再 将 它们 化 为 向 量 形式 . 

解 ， 原 式 左 端 可 分 解 成 其 个 一 次 因 式 的 积 , 即 

(x~—) (1 =0, 
因此 原 方程 表示 两 个 平面 : 
zy=0 及 :一 I=0. 

Y 一 4 一 和 表示 过 zz 轴 的 平 而 , 且 它 与 xy 面 的 交 线 是 xy 面 上 的 直线 : 
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Cy 


7， 


“10 . 


T—y= 人 0 
s 一 1 一 0 家 未 与 z 轴 垂 直 的 平面 , 且 它 与 ? 轴 的 交点 是 (0, 0, 4), ; 
2 一 gy 一 0 的 向 晤 形式 是 (i 一 站 :P=0， 
2 一 ] 一 0 的 向 量 形 式 是 下 ,P-L 一 0 


习 题 3:1 


， 求 过 点 (IT, 也 了 苇 且 法 向 量 分 别 是 立交 无 的 平面 方程 的 点 法 式 . 
” 求 过 点 以 1， 了 I) 且 法 向 量 分 别 是 jl-K，K+ 训 半天 的 平面 方程 


的 点 法 式 . 

- 化 下 列 向 量 形 式 的 商 记 式 为 坐标 形式 ， 并 说 明 它 们 的 位 置 ， 
Cl yd (2) fj-P=1; Cp 
《4) i P=:0, (5) j- P=0; (6) :Pp—0. 


化 下 列 平面 方程 的 普遍 式 为 坐标 形式 , 并 说 明 它 们 的 位 置 ， 


《1) (FFR:P=I; (2) (K+i) :P=1; (3) G+)) -P=1; 
C4) CFFRP=U0;, (5) (FTD :P=~0; (6) G+ :P=0, 


， 纶 下 列 坐 标 形式 的 平面 方程 的 普 访 式 为 向 量 形 式 . 


(1) s+y+z=1; (2) z+y+20. 


求证 下 询 各 方程 都 表示 两 个 平面 ， 并 说 明 它 们 的 位 置 . 


《1) z2—1=0,; (2) 22— =0; (38) 2 十 bt 十 2 十 zy 一 0 

"(4d) 22 一 682 一 I253 十 18yz 十 2z7 二 2 一 0. 

[提示 :， 可 用 待定 系数 法 或 其 它 方法 分 解 成 两 个 一 次 因 式 的 积 , ] 
设 方程 az 十 到 十 oz 十 & 一 0 中 的 系数 a、58、c、 a 适合 关系 式 aa 十 
28foy+cd=0 其 中 a、 868、y、6 均 是 非 零 常数 , 问 此 平面 的 位 祷 
有 什么 特征? 


. 设 方 各 N.P++d=0 中 的 和 N 和 4 适合 关系 式 


kN"+d 一 0， 问 这 平面 位 置 有 什么 特征 ? 


， 将 方程 (6) 化 为 向 最 形式 的 平面 方程 的 点 法 式 ， 再 证 明 《6) 所 表 


示 的 平面 和 办 平 行 . 


将 方程 (9) 化 为 向 量 形式 的 平面 方程 的 点 法 式 ， 青 证 明 《9) 所 表 
示 的 平面 和 z 胃 么 站 ， : 


15 一 


第 二 节 平面 方程 的 三 点 式 和 参数 式 ~ 


之 '1 平面 方程 的 三 点 式 

在 立体 几何 里 ， 我 们 知道 三 个 不 共 线 的 点 Pior，Vr， 2) 
(7 一 1, 23) 可 以 唯一 el 现 夺 推 求 通过 三 点 的 平 
面 方 程 ， 设 


gw+byt+ etad=0 (A) 
为 所 求 的 平面 , 由 于 它 过 P,， 故 有 
oarrtbyrt+ostad=0 (一 2, 3), (B,) 


于 是 (A) 和 (Bn) 下 个 方程 对 于 a、5、c、a 应 有 非 零 解 ( 见 附录 
第 三 节 ), 故 得 


vw yy 2% 1 
1 

2 刀 ~0. 01) 
Xa Ya go 1 


Xs Ya te 1 
将 (了 DD 按 第 一 行 展开 (参看 附录 第 一 节 ), 得 


y1 %1 1 v1: 21 1 
Za 招工 一 Yo 2 1 
Ys .zs 工 la gs 1 
vr Yi 1). lw Yr 4 | 
十 2|2a Ya 1l~ig ya 22l=0, (2) 
ws Ys 1 Wa Ya Ys 


由 于 P、Ps、Ps 三 点 不 共 钱 ， 由 第 二 章 第 九 节 例 8 可 
知 ; (2) 中 zw、y、z 的 系数 至 少 有 一 个 不 是 零 , 因此 (或 (1) 即 
为 所 求 。 也 可 利用 向 量 来 推 求 这 个 平面 方程 . 
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设 PP{4，y, ?为 所 求 平面 上 任 一 点 的 位 置 向 量 . 由 于 
了 一 P,P 一 户 , Ps 忆 九 不 是 零 向 量 ， 且 没有 两 个 共 线 ， 
赦 共 面 的 充 归 条 件 是 

(P-P, P,P, P—P)=0. 《3) 
现 将 (3) 式 化 简 , 得 3 
[PB—P) x (PP)]:(P-P,)=0, 
好 [CPx Peo) t Pex PY PX Po) (P-— PP)=0. 


移 项 得 
(Px Pst+ Psx 本 十 本 六 有 一 (人 7， (4) 
于 是 
PxPt+PxP-+PxP, 
i 7 k 2 7 无 tit 7 天 
一 jz3 Ya ol Tirs Ya zal im Ya 好 
Vs Ys Ya 2 Y1 %1 Wa Ya 22 
就 是 平面 法 线 上 的 一 个 向 量 ， 将 (4) 写成 分 量 形式 ， 即 得 (2)。 
将 上 面 的 结果 合并 , 得 


定理 1 过 三 个 不 共 线 的 点 Pr (cn Yr, zr) (7 一 1，2, 8) 
前 平面 方程 的 坐标 形式 基 (1), 向 量 形式 是 (4). 
定义 方程 (DD 称 为 坐标 形式 的 平面 方程 的 三 点 式 ，(49) 
式 称 为 向 量 形式 的 平面 方程 的 三 点 式 。 
由 《了 可 得 到 
推论 王 落 四 个 点 Pi (wi, Yr, 27) (7 一 1，2, 3, 4) 中 没有 
三 点 共 线 , 则 共 面 的 充 刘 条 件 是 
wr Y1 21 1 
Ta Ya #2 1 -0. (5) 
ws Ys zs 1 
wa Ys 4 1 
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推论 2. 过 (&, 0, 0)，(0, 册 0)，〈0 0 0) 三 点 的 平面 
方程 的 坐标 形式 是 


人 6 
人 1. (9) 


其 中 aA0, D0, ec 0. 
【证 】 将 (ec，0，0) (0, 3,，0) (0, 0, 0 分 别 代 入 ( 约 ， 得 
CD 工 


lo 
i 
0 
0 


十 


DO OO mn OD 
上 FF FM 


化 莘 即 得 (6) .了 了. 
定义 ”方程 (6) 称 为 坐标 形式 的 平面 方程 的 截 距 式 ， 而 
ca DC 分 别 叫做 平面 在 三 党 标 轴 上 的 蕉 距 。 


2.2 平面 方程 的 参数 式 


如 果 已 知 平面 z 上 的 一 定点 Po 及 过 Po 的 两 个 不 共 线 
的 定向 量 衬 和 儿 现在 推 求 平面 的 
方程 ， 在 w 上 任 到 一 点 P, 作 PoP 则 


由 分 解 定理 得 ， 
Pol—uat vb, 

又 OP -DRP + Bop, 

所 以 P= P+iuat+vb. (7) 


这 里 w， 随 卫 的 改变 而 改变 . 且 。。。 
-co< 思 9< 必 十 ce。 
在 Oryz 中 ， 设 Eo= {Xo, Yo, zo}, P= {2， 4 2}, (= {a1, 
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图 3-2 


二 


a), ca}, b= {D1 bs, bs}, 于 是 (7) 好 化 成 
w= Wo a+ bd 
Y=Yo out by (~—o0<u, T+o0),. (8) 
2 一 20 二 Cs 人 十 六 ay 
若 将 (8) 中 的 4.% 消去 , 就 可 化 成 普遍 式 (其 过 程 留 给 读者 补 
上 ). 于 是 得 
定理 2 已 知 定点 Po (xo， on， 2zo) 和 过 Po 的 两 个 不 共 线 
的 定向 量 = {Q1， 0s， Qs} 和 加 = {81，8s，0s}， 则 所 定 平面 方 
程 的 向 量 形式 是 (7); 坐标 形式 是 (8). 
方程 (7) 和 (8) 分 别 叫做 向 量 形式 和 学 标 形式 的 平面 方程 
的 参数 式 ， 其 中 ww、% 叫做 参数 . 
上 效 的 参数 式 是 由 入 及 两 个 不 共 线 的 向 量 双 和 吾 决 定 
的 ， 此 外 ,还 吉利 用 不 共 线 的 三 点 Pi、 了 Ps。、 了 Ps 来 确定 平面 方 
程 的 参数 式 ， 取 @ = PiPs, 6= PiPs, 于 是 (7) 可 以 写成 
P= P,+ Na 秆 naPiP, 
= [一 js) 本 十 和 天上 十 Na 
一 人 4 本 十 有 十 和 到. 
这 里 4、X3、》a 是 参数 ， 且 和 十 和 2 十 hs 一， 于 是 有 
PP- P+ ha Ps ths Ps 


入 1 十 入 2 十 入 3 
(一 ce 到) Ma Ns 二 oo A 二 hg 二 ha=1), (9) 
化 成 坐标 形式 , 得 

二 入 TO 十 - 入 asYs 十 和 na 
5 

,2 ha ia (ha ha ja<+eo C0) 
Ad 十 人 3 十 六 3 Ai 十 人 3 十 和 3 一 ]) 。 

[za Mgrs gs 

和 1 二 人 g 二 -人 3 


— 148— 


定理 3 已 知 三 个 不 共 线 的 点 Pt、Ps、 了 Ps， 则 所 定 平 画 
方程 的 向 量 形式 是 (9); 坐标 形式 是 (10). 

方程 (9) 和 (10) 仍 分 别 叫 做 向 量 形式 和 坐标 形式 时 平面 
方程 的 参数 式 ， 


人.S 三 条 件 确定 一 平面 


”许多 几何 问题 可 用 如 下 方式 来 描述 ， 从 某 种 元 素 的 无 限 
集合 中 求 出 适合 若干 个 已 知 条 件 的 一 个 或 若干 个 元 素 ， 例 如 
就 空间 平面 的 无 限 集合 来 说 , 如 果 给 定 三 个 不 共 线 的 点 , 就 有 
唯一 确定 的 平面 通过 这 三 个 点 ， 现 在 就 来 研究 确定 平面 的 问 
题 ， 我 们 知道 ;平面 方程 的 任何 形式 都 可 以 化 为 普遍 形式 
avtby+ota=0, i++ 天 0. (AY 
在 此 只 要 %.b、c.d 四 个 数 已 知 时 (实际 上 , 上 只 要 当 @:b:cid 已 
知 时 ), 这 个 平面 就 能 够 唯一 确定 , 它们 都 是 参数 . 例如 4 一 1 
b=2, c= 二 3,，d=4 和 4&4=2,， 5 一 4,， c=6, 4 一 8 所 确定 的 是 同 
一 平面 ， 故 .6.c.4 不 是 独立 参数 , 或 者 说 ,方程 (A) 仅 含有 
三 个 独立 参数 ， 我 们 把 联系 平面 方程 独立 参数 问题 的 一 个 关 
系 式 称 为 “一 个 条 件 ”. 由 于 两 个 条 件 可 以 确定 两 个 独立 参数 ， 
由 此 可 得 一 个 重要 结论 ， 三 条 件 确定 一 平面 。 这 和 平面 解析 
几何 里 “两 条 件 确定 一 直线 ”完全 一 样 . 

【 例 1 求 适合 以 下 条 件 的 平面 方程 ， 它 的 三 个 截 距 的 
和 与 积 都 是 6, 旦 每 两 个 截 距 之 积 的 和 是 11. 
解 : 设 es. 8.c 是 所 求 平面 的 截 距 , 则 
atb+c=6, abe=6, bec+ceot+ad=11., 
解 之 , 得 
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一 1 b=2, 0 一 3 a=1, 8=3, c=—2, 
a=3, b=1, c=2; &—3, 0=2, c=1; 
a=2, 86—8, c=1; a=2, 6=1, e=—3 


代入 {6) 中 即 得 所 求 的 平面 方程. 

【 例 3] 求 过 定点 且 与 两 条 不 乎 行 的 直线 都 平行 的 平面 
方程 . 

解 ， 设 定点 是 Po(zo. wx)， 现 于 两 条 不 平行 的 直线 上 
分 别 取向 电 @=: {g1，Q2，Qs} 利 6= {01，Do，0bs} . 显然 ， awb., 
现 设 动 点 为 Px, y, 0), 则 三 向 量 BoP,@ 和 五 必 共 面 。 故 得 
所 求 方程 为 (CP 一 忆 , a, 6b) =0, 化 成 坐标 形式 , 即 为 


To YYo “一 2 


和 四 
注意 ， 此 题 也 可 改 为 ， 求 过 定点 且 与 两 个 不 共 线 的 向 量 
都 平行 的 平面 方程 


他: 人 平面 的 作 图 


在 第 一 章 第 一 节 直 角 坐 标 系 的 作 图 基础 上 ， 就 平面 的 不 
同位 置 来 讨论 它们 的 作 图 ， 这 对 后 面 二 次 曲面 的 作 图 问题 将 
起 很 大 作用 . 

i. 仅 与 一 个 坐标 轴 相 交 的 平面 , 此 时 方程 是 

WO—0 (11); Y=8 (12); 2 一 《 (13), 

它们 的 图 形 作法 如 下 : 作 点 4(&, 0, 0)， 然 后 过 4 分 别 
作 4 轴 和 % 负 的 平行 线 ， 用 这 两 个 平行 线 作 一 矩形 即 为 (11) 
的 图 形 ( 见 图 8-3， 仿照 (1 人 的 作法 即 可 作出 (12) 和 (18) 的 
平面 ( 见 图 3-4 和 图 3-5 )， 所 作 的 平面 通常 用 一 个 平行 四 边 
形 表 示 ， 
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2， 与 机 个 坐 慰 铀 相交 的 平面 , 此 时 方程 是 


Ys ]A4Y. 多 | 15 1 | 了 16 
po 工 (14); 一 十 二 - a (16). 


它们 的 图 形 作法 是 ， 先 作 (14) 的 图 . 作 点 BB(0, 2 0) 和 点 
C0, 0, 人、 然后 过 志和 吃 作 = 辅 的 平行 线 ， 用 些 两 条 平行 
线 和 BO 作 一 平行 四 边 形 , 即 为 (14) 的 图 形 ( 见 图 36)， 仿照 
(1 的 作法 即 可 作出 (15) 和 (16) 的 
图 形 \ 见 图 3-7 和 图 3-8) 

3. 与 沽 个 坐标 轴 都 相交 的 平 
画 ， 此 时 方程 是 二 十 允 十 全 一 工 
其 图 形 的 作法 是 : 先 作 4 (Ca, 0,，0)， 
BO, 六 0) 各 CD 0,0,， 则 BO、 ? 图 3-9 
C4、4 召 为 边 的 三 角形 即 表示 这 平面 ( 见 图 3--9)， 

和 .过 原点 但 不 过 三 价 标 轴 的 平面 ， 在 这 平面 上 先 作 过 
原点 的 两 条 直线 , 然后 作 一 平行 四 边 形 , 即 表 示 这 平面 . 

5， 过 一 坐标 轴 的 平 画 , 先 过 原点 作 这 平面 上 一 直线 , 然 
后 以 这 直线 和 坐标 轴 作 一 平行 四 边 形 即 为 所 求 的 平面. 


习 题 3'2 
了. 下列 各 平面 与 坐标 系 的 相关 位 置 有 有 什么 特点 ?并 作 图 . 
(DD rty—2~0; (2) 2r—3y=0; (3) 8 一 = 一 必 
(4) z+Hyrzly (5) wtyts=0; (6) 22—3z:+2=0, 


引 。、 斑 明了 下列 各 方程 在 平面 解析 几何 里 和 在 空间 解析 儿 何 里 各 表示 什 
分 图 形 ? 
《1 z=((a 常数 《3) axz+by-Fte=0(a?+b0), 
3， 适 语 下 列 备 御 的 平面 的 普遍 方程 右 什 么 特征 ? 
(1 过 原点 ; 《2)》 平行 于 坐标 轩 ; (3) 包含 坐标 办 ; 
C4) 平行 于 牧 慰 面 ; C5) 坐标 庙 ， 
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3:1 
设 有 不 过 原点 的 平 画 x， 它 和 法 线 的 交点 是 ( 见 图 


. 求 过 (1, 0, DD, (2, 1, 0), (2, 3 3 上 点 的 平面 方程 ， 并 判断 


点 (了 卫 各) 是 否 在 这 平面 上 ? 


， 过 定点 Pokzo， 加 ，s)， (由 求 与 yz 面 平行 的 平面 的 方程 ; (2) 求 


过 « 轴 的 于 面 的 方程 


.已 知 两 定点 天 及 Pa 过半 及 Ps 分 别 作 平 面 与 RPs 垂直 ， 求 


它们 的 方程 . 


.由 原点 到 定 六 而 作法 线 , 已 知 垂 足 的 坐标 , 求 此 平面 的 方程 
- 求 过 定点 4《41, aa， %3) 且 与 定 平面 《bibsj++baR)*:Ptd 二 0 平 


行 的 平面 方程 ， 


. 求 过 两 定点 且 与 已 知 向 量 平行 的 平面 方程 《两 定 I 


量 未 平行 )，{[ 提 示 :， 用 数量 三 重 积 ，] 


。 求 过 两 定点 且 与 已 知 平面 重 直 的 平面 方程 《两 定点 联 线 与 已 知 平 


面 不 垂直 ). 


、 求 过 一 定点 且 与 两 个 不 平行 的 平面 三 丰 的 平面 方程 
*]12., 

“” 完 要 条 件 ( 见 附 录 第 三 节 )，] 
i 二 吉 


化 公式 (8) 及 〈10) 成 普遍 式 ，[ 提 示 : 用 个 ”一 1 元 方程 有 解 的 
设 动 平面 在 三 个 坐标 轴 上 的 截 距 的 倒数 之 和 是 常数 有 二 0》，(J) 


求证 动 平面 过 一 定点 ; 人 求 此 定点 的 轨迹 ，{ 提 示 ， 
用 截 距 式 。】 


第 三 节 平面 方程 的 法 线 式 
平面 方程 的 法 线 式 


3-1)， 又 10D1=2 07D 的 单位 向 量 记 为 Wo 则 0 方 ~pNo。 
在 点 法 式 2, (三 一 瑟 ) =0 中 取 玛 为 No 取 瑟 为 Do 则 该 
式 化 为 

N°.(P—pN® =0; 
即 四 
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N°.P—n=—0. (1) 
() 式 称 为 向 量 形式 的 平面 方程 的 法 线 式 [ 注 】， 这 里 ”二 入 
单位 法 线 向 最, Pp 是 从 原点 到 平面 的 距离 . 
现在 将 (了 ) 化 成 坐标 形式 ， 设 a、B、Y 蚌 入 的 方 向 角 ， 
则 入 9 一 {eosaw，cos 8，cos yY}, 于 居 ( 了 就 可 写成 
zcosat+yoou Bi+z2cosy -p=0. (2) 
《2 叫做 坐标 形式 的 平面 方程 的 法 线 式 ， 这 里 cosw、cos 有 和 
cosy 是 法 线 向 量 的 方向 余弦 ， 可 以 看 出 (2) 式 利平 面 解析 几 
何 中 坦 线 方程 的 法 线 式 非 常 类 似 , 于 是 得 出 : 
定理 1 -已 知 平面 的 单位 法 线 向 量 为 入 ?= {cos o; co8 pB， 
cos y}, 从 原点 到 平面 的 且 离 是 es 
(1); 誉 标 形式 是 (2). 
设 平面 ww 过 原点 ， 则 =0， 此 时 法 线 向 量 的 选 定 见 第 一 
人 


3 多 ”化 平面 方程 的 普遍 式 为 法 线 式 


已 知 平面 方程 的 普 吉 式 是 
志 azt+byt+rstd=0, a2+b?+e0 (3) 
mp+a-0, m~- {a, 5, ¢}z0, (全 
又 | 了 | = ve:+ :+e, | 
于 是 (4 式 可 以 化 为 
to BT 了- 一 0 
二 Te | 
当 G<0 时 , 设 和 ee i 于 
加 im| Vote-e 
是 (4 化 为 


.本 注 ] 在 平 而 解析 儿 何 显 , (1) 式 袁 示 直线 方程 的 法 线 式 , 读者 可 上 暂行 推导 。: 
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mp 一 六 一 0. (5) 
:6) 与 (1) 的 形式 完全 相同 , 其 中 198* 即 是 (了 中 的 单位 法 线条 
量 AN?. 


二 -ad a 
4>0 时 , 设 p-T 和 [一 一 ye 则 ?>0, 于 
是 (4) 化 为 
(—17) .DBD—p=0. (6) 


(6) 与 (的 形式 也 完全 相同 , 其 中 一 2m? 即 是 (TD) 中 的 单位 法 
线 向 量 N° 的 反 向 量 . 

综合 起 来 可 得 ，( 光 可 化 成 (DD， 其 中 p 一 6， 
sem?, 8 取 十 1 或 一 1 依 9d<0 或 d>0 而 定 . 从 而 又 可 以 得 
到 由 (3) 化 为 (2) 的 一 种 方法 ， 因 为 


-a _ ee, NE 
sm] eRe 


4 


令 
1 


则 石 称 为 法 式 化 因子 ,将 (38) 中 各 项 乘 以 因子 得 到 
Kaz+kbyt+ kes kd = 0, 
它 与 (2) 表示 同一 个 平面 , 则 有 
Ka =c090, Ko 一 008 B, Fc= cos’y, kd= 一 人 
利用 (7), 得 


k= (a= 1), (7) 


b 
EMM 0 +o 
a 
i 
于 是 得 到 将 化 为 (2 的 法 则 ， 以 法 式 化 因数 ( 力 去 乘 (3) 式 
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好 
eas+o+e 


COg Y= 一 六 一 


即 得 (2) 式 ， 法 式 化 因数 的 符号 应 与 的 正 负 相反 有 邯 当 
CC<0 时 ,到 e= 一 十 汝 CD 时 , 取 8s= 一 工 
注意 ”上面 所 引进 的 法 式 化 因数 下 也 可 直接 导出 : 将 (3) 
的 各 项 乘 以 内 数 态 可 得 到 ka% 十 kby 十 kez 十 Kt 一 0。 如 果 它 
与 芝 ) 表示 同一 六 醒 ， 则 得 kg = cosa, 818 一 cos 6B, ke 一 Cos 了, 
ka 一 一 DB， 和 镜 用 cos*: a 十 cos? 8B 十 cos? 一 1 就 可 推出 
2 
Ev 二 bc 
当 4d 一 0 时, 则 2p 一 0, 根据 第 一 节 的 规定 ， 若 平面 不 过 ? 
轴 , 则 二 980", 邯 cosy 一 0、， 因 此 4 与 6 取 同 号 , 即 " 盖 0 时 ， 
2 一 十 1 ce<0 时 ，8s= 一 J， 如 果 平 面 过 % 轴 ， 妈 c=0， 此 时 
y=90?， 取 8 过 90”， 即 cog 8>0， 因 此 与 5 同 导 , 凤 60 
时 ，s 一 十 1， 了 ~“0 时，8 一 一 I， 如 果 平 面 与 娩 面 恒 合 ， 旭 
b=0, c=0, 7=90°, B88=90°", 取 0 一 0°, 夏 有 cosa 二 1, 因此 ， 
下 与 w 辐 导 , 即 w>0 时 ，s= 十 1 <0 时 ,e= 一 工 
又 由 (8) 式 ,有 


oso copB cosy 
一 vy 
a 0 © 


从 而 得 l 
定理 & 平面 方程 的 普遍 式 (3) 的 一 次 项 系数 &、28、¢ 是 
这 平面 法 线 的 一 组 方向 数 ; (k4，k5，koe) 是 法 线 向 量 的 方向 伟 
臣 , 天 是 法 式 化 因数 ， 

【 例 1】 化 z+2 二 zs+I1= 一 0 成 法 线 式 ,并 说 明 它 的 单位 法 
线 回 量 在 哪 一 个 卦 限 ? 

解 ， 因 式 中 4= 十 1， 改 8 必须 取 一 二 得 法 式 化 因数 为 


1 Em 忆 多 十 2 十 % 十 一 和 


-157 一 


| -| 记 在 种 VIT 封 限 
【 例 3】 化 5+g 二 zs-0 成 法 线 式 ， 并 说 明 它 的 单位 法 线 
向 量 在 哪 一 个 卦 限 ? 
解 ， 此 时 =0, ec 一 1 故 s 必须 取 十 上 得 法 式 化 因数 为 


， 所 求法 线 式 是 也 上 如 -一 0， 单位 法 线 向 量 是 | -7 


Se 它 在 第 工 卦 限 . 


[全 化 x 十 y=0 成 法 线 式 ， 并 说 明 它 的 单位 法 线 问 
景 在 哪 一 个 卦 限 ? 
此 时 co=&=0 20=1 ， 故 ?必须 取 卫 得 法 式 化 因数 


tty 
为 二 六， 所 求法 线 式 是 宇 / ee <- 访 


VF 


| 它 在 oy 面 上 第 I 象限 内 . 


[ 例 4 化 一 。=0 成 法 线 式 ,并 说 明 它 的 单位 法 线 向 量 
在 哪 一 个 卦 限 ? 

解 ， 此 时 5 一 c 一 4d 一 0, 4 一 一 1， 故 6 必须 取 一 1， 得 法 式 
了 一 0, 即 0, 单位 


人 
vl 


化 因 
法 线 向 量 是 十 


习 题 3:3 


1， 化 下 列 平面 方程 的 车 遍 式 为 法 线 式 ， 并 说 明 单 位 法 线 向 量 在 于 一 
个 卦 限 ? , 
(1) Zz—2y+5z—3=0,; {2) 47—4y—78=0; 
(3) Tz—y=0; (4) Z 一 2 一 0; 
(5) z—2=0, 
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8. ON (1) am120°, B=45°, y=120°, p—$5; 
求 于 面 方程 的 法 线 式 并 化 为 普遍 式 ， 

3， 求 证 从 原点 到 两 今 平面 z 一 y 十 一 4 和 XYy 一 ?二 4 等 距 询 . 

4. 淹 蜀 平面 dz 二 十 oz 二 20 和 Paz 二 pby 十 pecs 十 pd 二 0《p 夫 0) 的 

法 线 式 是 否 娄 同 ? 

- 化 点 法 式 积 :CPP 一 0《Po 生 站 成 法 线 式 ， 
- 化 CPax Py+ P;x Pd-Pix Pa).'P=(Pl,， Ps P:) 为 法 线 式 ， 
， 这 知 从 原点 向 六 过 原点 的 一 平 画 所 作法 线 的 昏 足 是 (4, b, c),， 求 

陛 平 面 方程 的 法 线 式 ，[ 提 示 :， 利用 第 一 章 第 三 节 公 式 (19,] 

388， 将 平面 方程 汐 截 距 式 化 成 法 线 式 并 求 从 原点 到 平面 的 选 直 距离 
和 该 平 到 的 于 个 截 距 的 关系 . 

“9. 有 原点 相同 的 贾 个 直角 坐 讨 系 ， 如 果 一 个 平面 在 此 两 组 坐标 轩 上 
的 截 距 分 别 是 el, 1， C41; 42，Bas ez。 求证 4513 十 玖 ?十 cr 一 2? 十 
8 [ 汉 2 利用 第 8 题 ,] 

“1 过 定点， 任 作 三 条 辣 渍 迁 站 的 直线 与 定 平 面 祖 交 ， 则 所 截 线 段 
的 兵车 的 从 区 的 平方 看 (是 常数 .人 提示， 利用 第 8 题 .1] 


“四 C 


第 四 闻 点 利平 面 的 关系 


44'1 平面 到 点 的 有 向 距离 


在 平面 解析 几何 中 ， 直 线 到 点 的 有 向 距离 是 讨论 的 重要 
问题 之 一 ， 现 在 研究 在 空间 中 的 平面 到 点 的 有 向 距离 。 已 知 
一 个 平面 x, 作 它 的 法 线 向 量 ON,， 目 使 它 与 x 交 于 D， 又 知 
wr 外 有 一 点 Pu 从 Po 作 普 的 垂 线 , 其 对 足 是 下 (图 3-10) . 于 
是 以 ON 的 方向 为 正身， 有 有 向 线段 了 Po 的 大 小 就 称 为 平面 
和 到 点 Po 的 有 向 距离 或 离 差 ， 而 有 向 由 离 的 绝对 值 就 是 点 
Po 到 平面 严 的 虐 离 。 当 秋 不 过 原点 时 ， 根 据 Po 点 与 原点 在 


一 159 一 


平面 的 同 出 或 异 侧 而 规定 有 向 距离 是 负 还 是 正 ， 下 面 就 来 扒 
求 平面 到 点 的 有 向 距离 (图 3-10)， 设 平面 «的 法 线 式 是 
N°,P-p=0, (1) 

r 到 Po。 的 有 向 片 离 MP 是 
2， 则 在 赂 3-10 中 ,， 4=DPo 
在 0 六 上 射影 的 大 小 一 五 Po、 
在 N°。 上 射影 的 大 小 一 DPo 
"N° = (OP -0D): N° = 
(本 一 DVD 一 Po 一 
P, 因此 得 到 ， aa 图 3 

定理 1 平面 N?. 媚 -2 一 0 到 平面 外 一 点 Po 的 有 向 距 
离 是 


N°.P,—, (2) 
习 Po 到 这 平面 的 距离 是 
IN°.Po—pl. (3) 
推论 I 平面 
woosat+y cog8 且 十 2co087 —p=0 (4) 
到 平面 外 的 一 点 Polzo，yo，z0) 的 有 问 距 离 为 
to COB 十 go cos B+ zo Cos YY ™— 9p; (5) 
Po 到 这 平面 的 距离 是 , 
|zocosa+t vocos B+z0 cos yy —p|. (6) 


”这 个 定理 及 推论 说 明了 法 线 式 的 重要 作用 ， 利 用 它 计算 
点 到 面 的 距离 是 非常 方便 的 .如 果 给 定 的 平面 方程 不 是 法 线 
式 , 那么 求 有 疝 距离 时 , 就 要 先 将 平面 方程 化 为 法 线 式 , 然后 
再 去 推 求 ， 

【 例 1]】 求 (Ds 二 yz+1=0; (23)z+y+zs=0; (38)w+y 
0 到 (1, 1, 二 的 有 向 距离 ， 并 求 这 点 到 它们 的 距离 
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解 ， (1) 根据 上 节 例 荆 知 :zw 十 yx 十 1=0 的 法 线 式 是 
ee ER =0, 故 由 推论 1 入 | 这 平面 到 是 1, 蕊 的 有 向 距 


Re 5 而 (1， 1, 了) 到 这 平面 的 距离 


加 根据 上 节 例 2 知 : m1 人 -0 的 法 线 式 是 A 


=0， 故 由 推论 土 知 , 这 平面 到 (1, 1 芒 的 有 疝 距 离 是 te 
M3, 而 (1, 1, 人 ) 到 这 平面 的 距离 也 是 ~ 3， 


(83) 根据 上 节 例 3 知 zy=0 的 法 线 式 是 ~ -0 


故 册 推论 1 知 : 这 平面 到 (1,1 a 向 距离 是 所 ~， 


而 二 1 到 这 平面 的 距离 也 是 
【 例 2】 ee 镍 数 的 点 
的 轨迹 (用 方程 表示 ). 
解 ， 首 先 以 长 方 体 的 后 左下 的 顶点 为 原点 ， 0 
三 条 楼 为 坐标 轴 而 建立 直角 坐标 系 《如 图 1-8). 干 是 已 知 长 
方 体 就 是 举 标 长 方 体 ， 设 04 一 a,08B=5，, 0 多 
面 的 方程 将 是 . 
v=0, =a, y=0, y=6, =0, ¢=0. 
设 动 点 是 (wy, 芒 , 则 动 点 到 这 六 个 平面 的 距离 分 别 是 
|x|, |z—al, yi, |y— Gl |z |， 本 
由 题 设 得 : 
| 空 本 十 |- eei2 十 982 十 9 一 六 2 二 2 十 1z 一 上 2 一 到 3， 
这 里 严 是 遂 数 , 崩 开 全 并 同类 项 即 得 轨迹 方程 
2 十 欠 一 罗 一 24a4 十 07 士 cz) 二 02 十 的 十 2 一 大 一 0 
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至 于 它 的 形状 ,后面 再 去 研究 . 

[ 例 3] 求证 任 一 平面 到 四 面体 的 重心 的 有 向 上 距离 等 于 
它 到 四 个 顶点 的 有 向 距离 的 代数 和 的 四 分 之 一 . 

【证 】 设 四 面体 的 四 个 顶点 是 PCa, gr, 2)(7 一 1, 2, 8 
多 ， 设 重心 是 G, 则 = 证 (P+ 局 + P+ PD)， 假 定 任 一 


平面 是 入 %'P-p 一 0， 这 平面 到 四 个 项 点 及 重心 的 有 向 距离 
分 别 是 dr《7 二 I，2, 3, 4) 及 ds， 于 是 有 
d—- N° Pp, dN"G—n. 
因此 得 
ditds+ds td = N° (Pt P+ P+ PP)—4dp 


P+P+P-+P 
= 和 No 人 1 2 3 < ) 一] 
4(N°.G—D) -4d,. 
也 就 是 d= dt tds+d) 。 和 


入 ' 只 ”两 点 在 平面 同 侧 的 判定 


癌 平 面 解析 几何 里 关于 两 点 在 直线 同 侧 的 判定 一 样 ， 现 
在 研究 空间 中 的 两 点 在 平面 同 侧 的 判定 ， 如 果 一 个 平面 到 两 
点 的 有 向 距离 同 号 , 则 这 两 点 就 在 这 平面 的 同 侧 , 否则 就 在 这 
平面 的 两 便 ， 已 知 一 个 平面 sz 上 zy 十 cz 十 dg=0 和 这 个 平面 
外 的 两 个 点 Pi(z1, yi, 21) 和 Pa (ms， ya, ?29)， 则 此 平面 到 这 两 
点 的 有 向 距 亢 就 分 别 是 

aw1 t+ bys t+ ez1 2 Mo- fe 
于 是 Di 和 i Ps 在 平面 同 侧 的 充 要 条 件 是 

Cam + by cz-l- dad) (arat bya t+ cz + ad) >0. (7) 
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【 例 4 两 点 坟 ，I 了 ， 人 和 (一 了 J， 一 14， 一 孜 是 否 站 平面 
jz 十 2y 二 82 十 4 二 0 的 同 仙 ? 

解 ， 由 C7) 可 知 [C1) 车 2D) 十 8( 了 DD 十 各 [一 人 二 2( 一 4) 
十 3( 一 铺 十 打 一 I0x (一 2 之 0。 政 这 两 皮 在 平面 两 侧 ， 

由 可知; Pi 及 Py 在 zz 十 0y-Fcz 十 0 一 0 同 侧 的 充 要 
条 件 是 cri 十 bt+cri 二 + 和 gra 十 bya-Fcz2--8 必 同 时 是 正 或 
同时 是 负 ， 让 是 适合 不 等 式 az 十 好 十 oz 十 Cd>0 的 所 有 点 必 
在 平面 sz 十 2 十 cz 十 Cg=0 的 间 侧 ， 由 于 平面 把 空间 划分 为 
两 个 半空 间 ， 我 们 将 sz 上 8 十 ce 二 Cg>0 串 正 半空 间 ， 而 将 
xzZ 于 Dy- 上 ozECE<O 二 页 半空 间 ， 即 这 两 半空 间 的 所 有 点 分 别 
在 平面 的 两 例 . 


和 全 :号 由 两 点 所 定 的 直线 与 定 平面 的 交点 分 这 两 点 所 成 线 
段 的 比 
现在 首先 证 明 一 个 非常 有 用 的 定理 . 
定理 2 已 知 平面 cz 十 yy 十 cz 十 CE=0 外 两 个 点 P(x 
Yi 2 利 了 2Cws， Ya， 23)， 甘 人 Ps 的 联 线 与 这 平面 相交 , 则 交 
点 分 户 疡 的 分 比 是 
Ga 十 Bi 十 czt 十 世 (8) 
La OW3+ 2a 
【证 】 设 已 知 平面 与 PP 的 交点 为 P， 又 P 分 PiPs 
的 比 是 A， 则 六 点 的 党 标 为 
(= -和 za 全 十 ga 三 十 Xes 
TAX ” 了 十 和 ” 工 -F 
由 于 点 在 已 知 平面 上 , 于 十 


(和 (2 Es 
人 Tn el 
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即 ami Tt by ez d+ Nara-t by cst 0 =0. 
又 Pi 利 Ps 不 在 已 知 平面 上 ， 因 此 
art- pt cit+a* 0d, 
C22 十 Vyat C22 -ld 0. 
十 是 得 
A Q24 十 0 十 04 十 区 
ro- OY2t+ ez2t 
即 得 开 ,， 
显然 ， 当 Pa 及 了 Ps 在 平面 两 侧 时 ， 则 PiP， 必 与 平面 相 
交 ， 此 时 分 点 是 内 分 点 , 故 和 必 为 正 ， 另 一 方面 , 当 Pi 及 了， 
在 平面 两 侧 时 , 则 czxz 十 2 十 cz 十 4 与 as 十 0ya 十 024 十 0 反 导 . 
由 公式 (8) 可 知 , 和 也 必 为 正 ， 这 与 上 面 的 结论 相符 合 . 关于 
Pi 及 在 平面 同 例 的 情况 可 作 同 样 讨论 ， 
*[ 例 6i 已 知 一 平面 与 空间 四 边 形 的 各 边 相 交 ， 则 各 交点 依次 分 
各 边 之 比 的 乘积 为 常数 , 且 对 多 边 形 的 情况 也 成 立 . 
【证 】 设 已 知 四 边 形 的 四 个 顶点 是 P(xr, gr, sr) (7 一 1 2, 3, 4)， 
与 四 边 都 相交 的 平面 是 ax-+6y+cz 二 4 一 0， 且 此 平面 与 四 边 PiPs, 
Pz2BPa,， Ps PP 的 交点 分 别 是 他 82， Ra, 人， 四 公 式 8), 得 


Pie .Ar1+by+cs1+a 
QP arst+ by2t+ e222 ta 
ee 
QsPa aTst+ byst czat” 
Pa ee x3 十 bys 十 cz3 十 局 
人 axat bys tea 
Pa QT -bys -e340 
QaP1 QZ1 十 Do -+ 621 7 
将 此 四 式 联 乘 , 即 得 


PiQ1 . Pe@a, Pa@3, Pi@s 1 


OP, OPs GPs Pr 
次 设 空间 % 边 形 为 PPa… 卫 ,平面 az 十 by 十 63 十 9 二 0 与 此 % 廊 形 
的 % 个 边 都 相交, 交点 所 分 冲 边 PiPa, PaP3,…，Pn_1Pn，PnPPi 之 比 为 
XA1s Aas "…， Mn。 十 是 
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将 上 


RR 


*10. 


Cw -Bo 二 es 十 过 


人 1 一 
Qxad- bya+ esat td ” 
2 22 十 Das 十 cz 十 区 
aza- bya csst+ a 
TTTYETEITTIIETEIIEEEED 
人 人 ， 一 一 Qn i Dyn Can 十 a 


anid+- by oer " 


?个 式 子 过 各 , 国 得 A 和, 一 (一 1)",， 省 


习 题 3:4 
求 平 而 YX 十 2y 一 22 一 9 到 两 点 (2，3， 一 5) 和 (3, 4 7 的 有 向 距离 ， 
它们 是 否 在 这 平面 的 同人 匣 ? 
求证 平江 YayTas 一 0 到 点 (0，0) 和 到 点 人 az ay 的 有 向 距 
离 的 积 是 常数 , 此 中 a 是 参数 ， 


. 定 j 便 C 2 3 和 (一 了 -了 一 1 都 在 z 二 9%g 二 41L=0 同 侧 . 


1) 求证 平面 35 一 4y 一 22 十 5=0 与 以 Pi(3, 一 2 1) 和 Po 一 2 
5，2) 为 问 点 的 线段 娄 交 ; 

《3) 求证 平面 5z 一 300 与 以 了 (1 和 一 3) 及 Pa(2, 5, 
中 为 端点 的 线 削 不 交 

没 动 点 到 前 个 平面 y+# 一 0 与 “一 2 二 2 一 0 的 距离 的 平方 和 
等 于 它 到 Zz 的 距离 的 平方 , 求 此 点 的 轨迹 方程 . 

设 动 点 与 原点 的 距离 等 于 此 点 到 平面 2g+3g 一 6z=:2 的 距离 
的 了 倍 , 水 站 点 的 轨迹 方程， 

已 知 三 角 锥 底 茵 的 三 个 项 点 起 (3，5, 83)》，《〔《 一 2，11， 一 5) 和 
(二 一] 和 ,而 顶点 是 C0, 6, 4), 求 它 的 高 ， 

求 … 平 面 方 程 , 使 它 到 三 个 点 (0 1 一 1)、(0, 5, 和 和 (5, 2 0) 
的 这 内 距离 分 别克 三 一 ] 3 有 10. [提示 : 用 法 线 式 .] 


”利明 面 训 点 的 有 启 距 离 推出 公式 (8).[ 提 水 ， 按 内 分 与 外 分 两 种 


情况 讨论 了 
如 时 动 平面 到 % 个 定点 的 大 疝 踢 府 的 代数 和 是 零 ， 则 此 动 平面 必 
和 辽 这 各 个 定点 的 平均 中 心 ，[ 提 示 ; 有 用 法 线 式 表示 动 开 面 ,] 
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第 五 节 ”两 个 平面 的 关系 


扎 ' 两 个 平面 的 相关 位 置 

设 有 两 个 平面 

mr E+ br te td,=0, ototo#0 (r=1,2)., 
由 第 三 节 定 理 2 可 知 ，ar，p，c 是 wr 的 法 线 的 一 组 方向 数 ， 
又 由 立体 几何 可 知 : 两 个 平面 的 相关 位 置 有 三 种 ， 下 面 就 w， 
br Cr 研究 这 些 情况 ， 

1. mz 各 ws 相交 的 充 要 条 件 是 它们 的 法 线 不 平行 ， 因 此 


它们 的 方向 数 不 成 比例 , 即 - 孟 ，-5，- 生 -三 者 不 全 相等 


Ca 
面 , 即 对 应 系数 成 比例 , 故 得 
了 (1) 


3. wi 和 ra 平行 的 充 要 条 件 是 它们 的 法 线 平行 ， 因 此 它 


们 的 方向 数 成 比例 , 邯 
将 上 面 结果 归纳 起 来 , 得 


定理 1 两 个 平面 az 二 by+0z 二 d=0,， a2 十 D2 十 or*0 
r=1 多 相交 的 充 屡 条 件 是 天， 天 名- 三 者 不 全 相等 


Ca 
重合 的 完 要 条 件 是 (DD); 平行 的 充 开 条件 起 (2). 
如 果 将 wi 和 ma 的 方程 写成 向 量 式 , 则 有 
定理 2 两 个 平面 fr 人 -FQ 一 0(7 一 1,，2) 相交 的 充 要 
条 件 基 fr x nz0; 重合 的 充 训 条 件 是 


— 186— 


ns X Mma-=0, dm 一 dstms 一 0; 《3) 
平行 的 充 要 条 件 是 
Wx ns = 0, dna 一 dot #0. (4) 
和 且 当 两 个 平 高 相交 时 ， ?Ri X79 将 共 交 线 上 的 一 个 阿 量 
此 定理 的 证 明 留 作 习 题 , 该 者 林 自 行 补 上 上. 


“再 在 再 从 代数 角度 就 两 个 方程 
arTt bry or 十 Br 一 0 er p20 (r=1, 2) 
的 解 扑 个 数 来 过 论 ， 设 这 两 个 方程 的 系数 算 阵 和 增 广 和 矩阵 分 别 是 如 和 
4,， 也 即 
of bh ce T1 Br cr 
A by 0 | 4-[ bi ca | 
又 它们 的 秩 分 别 记 作 Re 和 .RA( 见 附录 第 二 节 》. 

1，、 当 一 R44 一 2 时 ,这 两 个 方程 有 解 ,而 有 具 解 时 人权 含 有 一 个 参数 
《 见 附录 第 三 节 )， 由 第 二 章 第 四 节 定 理 4 知道 ， 这 些 解 所 表示 的 点 必 
在 一 条 直线 上, 此 直线 就 是 这 两 个 平面 的 交 线 . 

2，3 汪 To 了 41 了 时， 这 两 个 方程 大 解 ， 调 且 解 里 仅 含 有 两 个 矢 
数 ， 由 本 章 第 二 节 知 道 : 这 些 解 所 表示 的 点 必 在 一 个 平面 上 , 这 说 明 两 
平面 衫 重合 . 

3， 当 Rc=1, 4 一 2 时 , 这 两 个 方程 无 解 , 也 就 是 说 , 这 两 个 平面 
相 平 行 ， 

总 结 起 来 即 下 述 定理 ， 

“定理 3 两 个 平面 Qj,2-Fbytecs+ad=0, qz+bitcoF0(r=1, 2) 
相交 的 充 要 条 件 是 Ro=: 及 4 一 2; 重合 的 充 要 条 件 是 Re 二 4 二 1; 平行 的 
完 要 条 件 是 Jo=14，Rs==2。 这 显 Ho 和 了 BR 分 别 是 上 面 两 个 方程 的 系 
数 和 矩 隆 和 增 广 给 阵 筷 秋 ， 


【 例 14】 就 入 和 点 讨论 两 个 平 而 
Mt AYHANRA = O00 wiytr!l1—0 
的 相关 位 置 . 
解 ， 相 交 移 充 要 条 什 是 和 、 和 .入 不 全 等 ， 即 和 2 六， 又 
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X 夫 0, 故 得 % 关 1 重合 的 充 要 条 件 是 和 一 和 一 妇 一 六 即 和 一 几 一 
五 平行 的 充 要 条 件 是 入 = 和 = 和 Yj 即 和 一 I, 克 尖 工 

【 例 2】 已 知 两 个 平面 8v 十 2g 十 吏 一 4=-0 和 zw 一 2y 一 z 
二 6=0. 先 证 明 它 们 相交 , 然后 在 它们 所 成 的 四 个 二 面 角 内 
各 取 一 点 。 


解 ， 由 于 卫 , -2 ,一 不 相等 ， 故 两 个 平面 必 相 交 ， 


= 
将 它们 化 成 法 组 式 , 得 
37x14-2%-1-52—4 Xt—2y—?+6 
/38 向 3 


设 册 和 ds 分 别 表 示 此 两 个 平面 到 一 点 的 有 向 距离 , 则 于 四 个 
二 面 角 内 的 点 , 号 和 Qs 的 符号 将 分 别 是 (十 , 十). (一 ， 一 )， 
(十, 一) 和 《一 ， 十)， 例 如 (一 1, 3, 1) 使 看 为 十 ,Go 为 十 
(一 2, 一 2 使 科 为 一, 吧 为 一; (4, 1， 一 使 由 为 十 ， 
为 一 ; 《一 4 1, 了 使 出 为 一, dz 为 十 . 


号 ' 马 ”两 个 相交 平面 的 交角 和 平分 角 面 


当 两 直线 相交 时 , 产生 两 对 对 顶 角 , 且 每 对 都 相等 ， 同样 
地 , 两 个 平面 相交 时 , 产生 四 个 ! 
二 面 角 , 形成 两 对 对 楼 二 面 角 ， 
且 每 对 也 都 相等 ， 于 是 排 求 两 
个 相交 平面 的 交角 问题 就 化 为 
推 求 二 面 角 的 大 小 问题 .但 是 
二 面 角 的 大 小 是 外 它 的 平面 角 
来 度量 的 ， 下面 就 研究 平面 角 
的 计算 问题 ， 设 xi 与 zs 两 个 
半 平 面 交 于 & 图 8-1D。 从 愿 
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点 分 别 引 法 线 向 其 ON1 和 OWNWs， 垂 足 是 Di 和 Ds， 作 PiP， 
上 7 DaPs 12 由 三 垂 线 定理 得 知 :OP 7 OPs。14, 但 从 QO 仅 
能 作 的 一 条 重 线 0P， 垂 足 是 卫 ， 故 向 Di 与 Pa 上 必 与 卫 相 
重合 ， 由 于 OP Ds 和 Ds 了 都 与 1 垂直 于 了 ， 故 O、 Di 了、 
Ps 四 点 共 商 ， 即 矶 PD 玉 0D,- 二 180*， 但 项 PD, 是 二 面 
角 的 平面 骨 ， 故 知 二 面 钊 的 平面 角 和 和 二 平面 的 两 个 法 线 向 量 
的 交角 互补 ， 由 此 即 推 出 ; 两 平面 相交 , 则 所 构成 的 两 个 二 面 
角 中 的 一 个 等 于 它们 的 两 个 法 线 向 量 的 交角 . 
定理 入 设 两 个 平面 rn 了 -mr=00= 二 2 相交 ， 则 它 
们 交角 的 余弦 等 于 土 (N3.' ND. 
证 设 两 个 法 线 问 鞭 的 斧 角 是 如 则 两 个 平面 的 交角 
是 吕 或 和 -及 但 oosg 一 AAS cos(z 一 人 = 一 cos6， 即 得 
证 . 】 
推论 ”两 个 平面 N?' 了 Pp.-04r=1，2) 垂直 的 充 要 条 
Ni.N2=—0. (8) 
定理 5 两 个 平面 
i OY Tet- 0, oa2+0l+o#¥0 (r=1, 2) 
如 果 相交 , 则 它们 交角 的 余 引 等 于 ~ 于 各 二 红 
推论 两 个 平面 wz 十 DY 本 十 内 一 0 地 十 有 十 叶 关 0 
t 一 工 2) 重 直 的 充 划 条 件 是 
tata -V102 C109 = UO. (6) 
【 例 3】 已 知 两 个 相 父 平面 
2z—ytB-5-0 和 3z+2y 一 x 一 3 一 0. 
pei 外 < RA 2 ee 3 
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角 内 ? 还 是 在 对 楼 一 面 角 内 ? 
解 ，(1) 首先 将 已 知 平面 方程 化 成 法 线 式 , 得 
2 一 4 十 3 一 5 7 Bet2y—2—3 _ 
a 0 
它们 的 单位 法 线 介 捞 是 
RN 
人 Sp 3 -| 
和 J i 了 对 
设 它们 的 夹 角 是 9,， 则 
cos0=N3.N3= 五 . 
即 两 个 正法 线 问 其 的 灾 角 是 锐角 , 故 含 原点 的 二 mo 
(2) 又 此 两 平面 到 2， 一 1，3) 的 有 向 虐 离 分 别 是 一 天 - <- 元 
和 它们 分 别 与 各 一 ~ 及 mm 一 二 不 具有 相同 的 符 
号 , 因此 这 个 点 及 原点 在 相 邻 的 二 面 角 内 ， 


“【 例 条 求证 到 一 好 一 好 二 2%s 一 0 表示 两 个 相交 平面 ， 并 求 所 交 
的 锐角 . 
【证 及 解 】 将 左 端 分 解 因 式 得 2? 一 (y 一 2)?=0,， 即 
(rT—y+ta) rty—) =0, 


故 原 方程 表示 两 个 平面 
x—y+2z=0 和 3 一 2 一 D. 
这 两 个 平 好 的 单位 法 线 向 盟 是 
NE 


于 是 NY.N8 一 可 ， as ] 


在 平面 解析 几何 里 曾 利 用 有 向 距离 推 求 两 条 相交 直线 的 
平分 角 线 的 方程 ,这 个 方法 完全 可 以 推广 到 空间 。 为 了 容易 
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理解 起 见 , 可 以 先 作 疼 复 习 一 下 平 而 解析 几何 的 方法 . 
下 交 先 来 推 求 丁 个 相 变 平和 窗 
| wr VD 人 一 人 =0 (r=1, 2) 
的 平分 角 面 的 方程 . 
当 Pi 关 0， po 天 0 时 ,在 两 个 平分 角 闸 中, 位 于 原点 所 在 区 
域 中 的 一 个 叫做 gg， 另 一 个 册 做 B， 设 Bo 为 < 上 上 的 和 任 一 点 ， 
出 村 Pe 和 原点 在 园 一 个 二 面 角 或 两 个 对 楼 二 面 角 内 ， 故 5 
和 sa 到 Do 的 有 向 距离 相等 县 间 号 , 于 是 得 
N:P -p= WN? DP,— pa, 
即 (Ni—N2) :PDP, 7 一 Po。 
(NV?- -N22) :一 (Pz —- 12) =0. (7) 
划 果 Pa 是 B 上 的 任意 一 点 ， 旭 mi 利 | ra 到 Po 的 有 向 中 
离 必 互 为 相反 数 , 于 是 得 
oo 一 一 一 (3 一 pa)， 
即 (Ni+N2) :Po- Pi-i- ps. 
帮 有 的 方程 是 
(N34-N2) 有 (7 二 Pa) 一 0. (8) 
(中 的 入 ?7 一 和 2 和 (8) 中 的 Ni 分别 是 两 个 平分 角 面 
的 法 铅 基 ,也 
CNi— N+ CNIT ND = ND? (NS)?=1—1=0. 
这 说 明黄 个 平分 角 徊 必 直 交 ， 
当 P1=0, Ps 天 0 或 天 0, Pa 一 0 或 如一 0, 和 =0 时 ，(7) 
与 48) 仍 成 立 , 读者 试 自 行 补 证 ， 于 是 有 
定理 6 设 丙 个 平面 
N°-:P-p=-0 (rr-.1, 29) 
相交 , 则 它们 的 两 个 兴 分 角 面 的 方程 是 (7) 和 和 (8), 卫 二 平分 角 


面 是 互相 垂直 的 . 
定理 ? 已 知 两 个 平面 
Ar overtd=0, ot¥0+te¥0 (r=1, 2). 


则 它 位 的 两 个 平分 和 角 面 的 方程 是 
CIT + by + C4% + Qa 1- boy Caz da (9) 
/二 十 到 十 全 Vas+ 03+ 
Ca 人 沁 十 Q1Y + C1% 十 ds A 好 2 网 -十 ODay 4- Cog + da (10) 


Mw 62+ es Vast otc 
【 例 5] 求 例 8 中 分 别 包含 原点 及 点 2， 一 14，3) 的 两 个 
二 面 角 的 平分 角 面 的 方程 . 
解 : 在 例 3 中 , 由 于 和 >0， ps 之 0, 故 得 包含 原点 的 二 面 
第 的 平分 角 面 的 方程 是 
2¢— y+3—H _ 3%42y—2—3 
~14 —~vV1i4 ” 
即 也 十 8 一 息 十 2 一 0. 
由 于 点 (2， 一 4, 3) 及 原点 在 相 邻 的 二 面 角 内 ， 故 得 包含 
点 @， 一 4， 下 的 二 面 角 的 平分 角 面 的 方程 是 
2x 一 4% 十 35 一 5 32 十 25 一 2 一 8 


~v 14 一 ^ 人 /14 ” 
其 bz 十 9 十 22 一 8 一 0. 


筷 . 人 于 两 个 平行 平面 的 距离 

已 知 二 平行 平面 

zt: CO 十 8 -Hez 二 OO0 和 wo: wt by+estds =0, 
现 推 求 它们 的 距离 5. 

在 za 上 任 取 Po (wo go 2zo， 则 Po 到 ra 的 距离 即 为 5 
因此 
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3 -|czo 十 Do 十 cz 上 Gel 


at ot 
又 因 axo -brio ezo0 #1 = 0, 
将 aro Oyod- ea0 = 一 Ca 
代入 上 上 式 , 得 
| 


Ag 十 扫 十 吧 
【 例 6】 已 知 二 平行 平面 的 法 线 式 方程 是 
veoatyeospB--zcosy--n1~0 i 
和 moogot+ycos B+2cosy— pa =0, | 
其 中 1 天 0, ps 到 0。， 求 与 二 已 知 平 面 平行 且 将 它们 的 距离 分 
为 三 等 分 的 黄 个 平面 . 
解 ， 已 知 两 个 平面 必 在 原点 同 侧 ， 不 失 普 记性 ， 可 设 
Pa 祈 py 于 是 已 知 二 平面 的 距离 是 ps 一 p41。 又 从 原点 到 所 求 两 
乎 面 的 距离 分 别 是 


pi 十 诗 (pa 一 21) = 三 《221 pa) 


2 
和 Dit (Po Pr) = 二 Cp 十 2Da)》 . 
故 记 求 二 平面 十 
gcosaty cos B+zco8y—E (2pr ps) =0 
和 roost-y eos B+ cos7y 一 言 (Pr 十 2ps) =0, 
习 题 3':S 


i, 已 知 两 个 学 面 45 一 0 和 2x 一 3y 十 2 一 2 一 90， 证 上 月 它们 互 
由 证 一， 并 证 点 《1 1， 2 Ch = 
《2 一 2 3) 分 别 位 卫 过 已 知 平 莲 所 分 成 的 四 个 区 域内 . 
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Cn 


~ 


"10. 


， 试 确定 五 的 信 , 使 二 平面 Nr4y+s 一 二 0， RT 十 y 一 82x 二 0 互相 算 


直 


， 试 确定 五 的 信 , 使 二 平面 达 二 ye 二 下 -0，2Z 十 了 十 1 十 有 一 0 


(了 互相 平行 ; (3 重合. 


:就 大 取 不 同 的 值 , 讨 论 下 列 二 平行 平面 的 位 置 : 


T—y+2=3 和 2 一 9 十 2 一 天 


:证明 原 点 位 于 z+3% 上 2z 一 9 和 4z 一 39 廿 12z+13=0 所 成 的 二 


面 角 为 锐角 的 区 域内 ， 求 它们 的 平分 角 面 的 方程 ， 并 指出 哪 一 个 
起 平分 二 面 角 为 锐角 的 平面 ? 


- 求证 习题 3.I 中 第 6 题 〈4) 所 表示 的 两 个 平面 相交 ， 并 求 所 交 的 


锐角 . 


. 求 半 行 于 平面 zcosa 二 ycosB+scosy 一 p=0 且 与 此 平面 距离 


为 天 的 平面 方程 . 


， 已 知 三 平行 平面 ma: 7z 十 9 士 z4 工 一 0， ma wy+# 十 2 二 0， 和 ns， 


Z 十 4 十 2 十 3 一 0 求证 ms 位 于 ma 和 ws 之 间 . 


- 已 知 三 平行 平面 wv: az 十 友 十 cz 十 四 =0(r= 二 2 3)， 求 只、m、 


ra 成 等 距离 的 充 村 条 件 , 

已 知 二 胖 行 平面 

azrt+by+osta=0 利 az+bydi-cst+ds=0 (Qi1ds 0), 
求 平行 于 它们 的 两 个 平面 ,并 将 它们 的 距离 分 成 三 等 分 ， 
[提示 : 化 成 法 线 式 , 分 情况 讨论 ] 


* 第 六 节 三 平面 的 关系 


出 立体 几何 知道 ， 三 平面 的 位 置 关 系 有 各 种 不 局 的 情况 。 例如 三 


平面 共 点 ,形成 一 个 三 面 角 , 三 平面 共 线 , 形成 一 个 面 束 , 三 平面 两 两 相 
交 , 形成 一 个 三 棱柱 等 等 ， 虽然 它 们 的 位 置 关 系 是 比较 复杂 的 , 但 如 同 
讨论 两 平面 的 位 置 关系 一 样 ， 可 将 这 个 几何 问题 转化 为 方程 组 解 的 个 
数 来 研究 ( 见 附录 第 三 节 ). 


考 已 知 三 平面 的 方程 是 


Tr: 0r8 十 DY 二 er 十 本 一 0，o 十 名 十 2 寺 0 (r=1, 2， 3) 
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设 些 三 个 六 程 匠 成 的 方程 组 的 系数 矩阵 和 增 广 和 矩阵 分 别 是 各 和 4, 妈 
ad bt ed 4 本 C1 而 
Cd bz ea, A=| a Ea C9 dg 

da bs es ds ba 03 da 
将 它们 的 穆 分 别 记 作 fio 和 了 Rs 在 C 的 行列 式 里 ,ao po ce 的 代数 余子 
式 分 曾 记 作 矶 ,, 如 ,G4， 下 于 分 各 和 情况 讨论 . 

1. 当 有 ==3, Rs 一 3 时 , 症 方 程 组 的 解 里 , 不 含有 参数 ， 即 有 唯一 
的 解 ,这 时 三 平面 做 有 一 -个 实 点 , 它们 形成 一 个 三 面 角 ( 见 图 3-12)， 

2 当 Ro 二 2， 及 4 一 3 本 ,二 个 方程 无 解 ,三 平面 无 公共 点 . 


| 
1 
】 
J 
[ 
1 
tf 


图 3-13 


3 12 
Bi O01 人 ，B2， 人 43，B3，0G3 三 组 中 每 组 里 至 少 有 


(1) 设 
一 个 不 是 替 ， 就 第 一 组 而 计生 -， 了 了， 皇 不 全 相等 , 因此 ws 与 ws 相 


交 . 用 pr 一】 2 3) 表 示 这 三 个 平面 的 法 向 量 , 生 ga，b，cr 分 别 是 
疾 们 的 堂 款 ,二 是 ma X14 和 0 这 是 ma 和 ms 交 线 上 的 一 个 向 晤 ,但 
mn bb cc 
3 (731 AE) NUNN | by C91=0 (因为 Ro 一 2)， 
Qi Us Cs 
这 里 是 带 数 ， 喜 这 识 弘 必 与 Wz 平行 。 则 理 可 证 ，zs、zxi 的 交 线 与 
mo 半 行 ，q4、zs 的 安 线 与 m 平行 ， 因 此 二 平面 形成 一 个 三 被 柱 ( 见 


i 3-13). 

《a) 入 Bi B03 丰 引 每 组 里 荣 少 有 一 个 不 是 堆 , 

: i Ge a A | Eo Ri | i er cd 
43，Bs，Gs 都 是 党 。 这 时 := 个 二 阶 行列 式 ,| ;所 | 

Gay Qo 02, Ca Cay da 
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都 不 是 零 ， 否 则 Bas 关 3， 于 是 全 一 们 一 全 站 人， 即 知 mi 与 wa 平 


行 。 同上 可 证 , mr2、 rs 的 交 线 与 四 平行 , 且 rr3、 i 的 交 线 与 wa 平行 , 因 
此 三 平面 形成 两 者 半 行 , 第 三 个 与 第 一 、 二 个 部 相交 , 且 交 线 互 相 平 行 
( 见 图 3-14), 

《3) 设 41、 Bi、 C1 一 组 中 至 少 有 一 个 不 是 零 ， 而 As. B2, C2; 3、 
Bs、Cs 部 是 穴 。 于 是 ，ms 闪 ra， 男 一 方面 ，mrsbY ri br 因而 得 
82 乡 中 4 产生 了 了 矛盾， 故 这 种 情况 不 能 成 立 . 

3. 当 8o=2 4 =2 时， 这 三 个 方程 有 解 ， 且 解 里 仅 含 有 一 个 参 
数 , 故 这 些 解 所 对 应 的 点 必 在 一 条 直线 上 上. 


3-14 图 3-15 


(1》 设 41，B1, O01; 42，B2, 0z; 43，Ba，0a 三 组 中 每 组 里 至 少 有 一 
个 不 是 零 . 同上 可 知 , 每 两 个 平面 的 交 线 必 与 第 三 面 平行 , 但 这 三 个 六 
面 仅 有 一 条 直线 的 公共 点 ， 改 这 三 平面 上 共 线 ， 亦 即 形成 平 男 束 ( 见 图 
3-15). 

(3) 设 41、Bi、Ca; 43、B3、03 两 组 中 每 组 里 至 少 有 一 个 不 是 零 ， 
广 43、Bs、 0s 都 是 零 。 网 上 司 知 ,ray sr 里 
rs 与 mi 的 交 线 及 wa 与 za 的 交 线 二 家 平 行 。 

但 这 三 个 平面 仪 有 条 直线 的 公 革 点， 上 这 
三 平面 有 两 个 重合 诈 第 三 个 与 它们 相交 《 见 
图 3-167) . 

《3) 设 4、 Bi、Q1 一 组 中 至 少 有 一 个 不 
是 只, 而 4s、Ps、C5i 43、Ds、Cs 都 站 和 零 ， 问 
上 可 知 , 这 种 情况 不 成 立 。 图 3-16 
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4. 当 瑟 :=]， 2BRs 一 3 时 ， 此 种 情况 外 可 能 出 现 . 
中 1, ee 2 a se 


如 
1 eh o, cd 味 £0, 
Ca 可 3 3 Qa 
这 时 
eR 
a bb Cy G3” ds ba ca 四” 


于 是 md 与 wo 平行 , wi 与 rs 平行 。 即 这 三 平 徊 平行 ( 见 图 3-17). 


$7 


图 3-17 图 3-18 
(2) 球 时 4,，Bi, 0; 部 是 零 , 设 4 中 有 一 个 二 阶 行 列 式 不 是 零 , 例 
如 | 交 9， 此 时 zs 与 rs 平行 , 由 于 妹 中 其 余 所 有 一 阶 行列 式 都 


| ca 
古 零 ， 改 ma 与 fs 重合， 这 时 三 个 平面 中 有 两 个 罩 合 , 而 第 三 个 平面 与 
之 平行 ( 见 疼 3-18). 
6， 当 各 =]， Ra=1 时 , 这 守 个 方程 有 有 解 ， 且 解 里 含有 两 个 参数 
故 这 些 解 所 对 应 的 点 必 式 一 个 平面 


内 ， 即 三 平面 相 重合 ( 见 疼 3-19). DA 
从 上 述 可 卷 到 ， 世 个 方 秩 的 系 


汝 适合 个 同 的 代数 条 件 ， 即 可 得 出 图 3-19 
各 种 不 同 的 几何 图 形 ， 反 过 来 , 由 这 些 站 同 的 几何 图 形 , 也 可 推出 相应 
的 代数 条 件 , 这 一 工 - 作 ， 作为 练习 , 留 给 

归纳 上 而 讨论 的 甘 畦 , 则 有 以下 各 生 译 

定理 1 a te or 由 <1) 有 
一 个 交点 的 充 要 条 告 是 它们 的 秩 都 是 3 (3) 共 线 的 充 要 条 件 是 它们 的 


— 


秩 都 是 2; 〈3) 重 合 的 充 树 条 件 是 它们 的 秩 都 是 1 《名 没 有 公共 点 的 充 
要 条 件 是 它们 的 秩 不 相同 . 

定理 2 已 知 三 个 平面 方程 的 系数 矩阵 和 增 广 抵 阵 的 秩 分 别 是 2 
和 3 时 ， 则 (三 平面 形成 一 个 三 棱柱 的 充 要 条 件 是 :系数 矩阵 的 行列 
式 所 成 的 三 组 代数 余子 式 41, Bi1, 01; 42 Ba, O02; Asa, Ba, Ca 中 每 组 
娃 至 少 有 一 个 不 是 零 ; (2) 三 个 平面 中 有 两 个 平行 且 第 三 个 都 与 这 两 个 
相交 的 完 要 条 件 是 : 上 述 三 组 中 有 两 组 在 每 组 里 至 少 有 一 个 不 是 零 . 

定理 3 已 知 三 个 平面 方程 的 系数 矩阵 和 增 广 矩阵 的 秩 都 是 3， 则 
人 三 个 平面 中 没有 两 个 平行 或 重合 , 但 是 共 线 , 其 充 要 条 件 是 ， 上述 三 
组 的 每 组 时 至 少 有 一 个 不 是 零 ; 2) 三 个 平面 由 有 两 个 重合 且 第 三 个 与 
它们 相交 的 充 要 条 件 是 : 上 述 三 组 中 有 两 组 在 每 组 里 至 少 有 一 个 不 是 
零 ， 

定理 4 已 知 三 个 半 面 方程 的 系数 答 阵 和 增 广 甜 阵 的 铁 分 别 是 1 
和 2 了 时, 则 (四 三 个 平面 平行 的 充 村 条 件 是 ，4w B， 0, 都 是 零 , 而 4 中 
有 两 个 二 阶 行列 式 不 是 零 ; (3) 三 个 平面 中 有 两 个 重合 ， 而 第 三 个 与 之 
平行 的 充 要 条 件 是 ，4o Be Ce 都 是 零 ,县 4 中 有 一 个 二 阶 行列 式 不 是 
零 . 

【 例 1 讨论 三 个 平面 
—2rz+y+8=1, zc—2y+s=—2, TTYy—23=4 


的 相关 位 置 . 
解 : 此 时 
-2 1 1 -2 1 1 ~1l 
-| 1 一 2 :| | 1 | 
5 和 4 
-32 1 1 
在 0 中 ， 1-2 工 |=0， 
这; 2 
故 Ro=2; 在 4 中 
-3 1 工 一 
1 -2 2|+0, 
1 1 一 4 
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政 及 一 3， 在 0 中 的 第 一 行 , 第 二 行 和 第 三 行 的 代数 余子 式 都 是 3, 故 
Tl ls 
【 例 2】 讨论 三 个 平 


A hy+os=0, Foi+byt+fz=0, gr+fy+es=0 
的 祖 关 位 置 . 


攻克 8 
解 ， 此 时 oa b | 
9 ff ce 
& 入 7 
1. 当 |% 68 了 0 时，Ro= 有 =3， 故 三 个 平面 形成 三 面 角 ， 
人 二 
县 顶点 在 原点 . 
a bh 2 
2. 当 |h 2 了 |=0 时 , 0 的 第 一 行 、 第 二 行 和 第 三 行 的 三 组 
9 f < 


代数 余子 式 中 每 组 内 至 少 有 -个 不 是 零 . 于 是 fo 一 3， 由 定理 3 
的 《二 可 知 ; 这 三 个 平面 共 线 县 交 线 过 原点 . 


a hb 如 
3. 当 [m 5 了 |=0 了 时， 上面 三 级 代数 祭 子 式 中 有 两 组 ， 每 组 
g 了 ¢ 


里 至 少 有 一 个 不 是 等 , 了 J: 是 Ro 一 Rs~2， 由 定理 3 的 (9) 可知， 三 个 平 
面 中 有 两 个 重合 , 且 第 三 个 与 它们 相交 ， 


a bh 9 
和 当 |h 5 了 =0 时 ， 且 所 有 代数 余子 式 都 是 稚 , 则 Ro 二 RB& 
9 f ce 


一 1 由 定理 工 的 (3) 可 知 ; 三 个 平面 重合 ， 
【 例 3】 就 入 值 讨 论 三 个 平面 
MrTFY+2 =1, T+AY+ I A T+Y As = Na 
的 相关 位 置 ， 
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A 
且 1 [em 
1 工人 


1. 设 入 和 或 入 二 一 2, 则 Ro= 岂 4 二 3, 此 时 三 个 平面 形成 一 个 三 面 


jf A 了 +)? 
角 , 顶点 是 (一 KT “ 计 -) 


2 设 和 = 一 2 化 为 例 工 . 
3. 设 和 = 二 则 Ro 一 RR4 一}, 此 时 三 平面 化 为 一 个 重合 平面 
z+ytz2=1, 

皂 例 4] 求证 四 面体 的 四 个 贡 所 威 的 六 个 二 面 角 的 内 平分 角 高 
共 点 . 

【证 】 以 四 面体 内 部 的 任 一 点 为 原点 建立 直角 坐标 系 ， 四 个 面 的 
法 线 式 是 

MrTe08or + Yeos 有 十 ieos yr—Pr=0 (r=1, 2, 3, 4) 

或 用 简 记 法 写作 tr 一 0C7 = 2, 3)， 于 是 以 如 与 2 两 个 平面 的 交 线 
为 楼 的 二 面 角 的 内 平分 谣 面 的 方程 是 wi 一 w2 二 了。 同 理 ， 其 它 五 个 内 
平分 角 面 的 方程 是 碍 一 培 一 0， 仙 一 由 二 0， 旨 一 砧 一 0，z 一 邮 4 一 0 
za 一 拉 一 0， 如 果 这 六 个 平面 共 点 , 它 的 交点 民 由 方程 


ti = 一 3 一 一 一 由 (Cn) 
决定 , 这 里 4 是 辅助 未 知 数 .。(*) 可 以 写作 
和 cosar 十 Weo8s rt sc0s YA =r. 《xx 


由 于 sr 一 人 转自 一 个 四 面体 ， 故 wi =— 0, Wa 一 0， 283 一 0 ta=0 不 能 有 公 
共 点 4 矢 看 附录 第 三 节 定 理 ,于 是 得 


a0Sa cosBy enos3T 1 
aosay Co8sB cosya 1 
3208aa posBa oos?ya 1 ba 
aogsad pos 有 cogys 1 


久 此 (**> 有 解 , 即 这 六 平面 的 交点 .了 
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注意 ” 例 4 是 平面 上 的 “三 角形 的 三 条 内 平分 角 线 共 点 ”的 推广 。 
证 法 也 完全 一 幸 . 
“[ 例 5] 求证 三 平面 
048 十 py -cs 十 四 一 0，57 十 cy 二 ae 十 Ba 一 0，cZ 寺 ay 十 bz 于 0 一 0 
(@ 十 DB 十 ce 寺 0，B 二 cC，c 寺 QQ 请 吕 ) 
形成 一 个 正三 校 锥 的 侧面 , 并 求 轴 的 方向 数 ， 
[证 及 解 ] 这 三 个 方程 的 系数 行列 式 


gn bo 
A=|b ee a |=—(n bc — 3abc) 
ow bb 


= ~ (s+b--e ta tbo bo ea —ab) 
=— (4+b oD—0 tT —b). 
由 假 进 ，4 关 90, 政 记 三 半 匠 有 叭 一 交点 , 即 可 作为 一 个 三 楼 淮 的 三 个 侧 
项 ， 再 这 
=be—a’, B=e4—b’, 虽 一 0 一 c2， 
则 第 二 与 笋 二 平面 ; 第 三 与 党 一 平面 ; 第 一 与 第 二 平面 所 成 的 楼 的 方向 
数 分 别 是 所, ,如 ; BBC， 才 和 CC，4， 呈 。 于 是 它们 的 方向 祭 驴 可 以 
写作 
-ls 
I :A 
PR? ER ? ER? Ek? Eo Eok 


和 0 4 BB 
Ea ? Eg 7? Eau 站 
这 里 Pi=- 士 ， 8 一 土工 ， 8 二 土工 ， k= 42 十 吾 ? 十 C2 


当 取 ea=ea=es=s(e 一 士 D) 时 ， 这 二 个 楼 每 两 个 的 严 角 的 余弦 都 是 
吝 (BC0+04+ AD)， 医 此 这 三 个 平 遂 必 疹 成 一 个 正三 楼 锥 的 侧面 . 


设 轴 上 一 个 问 旦 的 方向 倪 弹 是 cosa，cos 有 ,cosy， 当下 8&1 二 80 二 
sa= 《8 一 土 1) 有 二 个 裤 上 三 条 射线 的 方向 宗 驴 分 别 是 
4 五 CGC.B CG 4 
Ek’? ek’ ek’ ek’ Eh’” eh 
[0 车 B 


EB’ eh’ “ek? 


是 利用 它们 来 角 余 弦 相 等 ,得 


— 1B81 一 


寺 CAcosa-t+ Boosp+C eosy) 


= 


(Beosa+OcosBIi+Acosy) 


[一 © 


ll 


(Ooosa+AcosB+Reos 3? 


解 之 ,得 cosaiocos6:eosy 一 :11 即 轴 的 方向 数 是 1 1, 工 。 


mm 


习 题 3:6 


1. 讨论 下 列 每 组 平面 的 棚 头 位置: 
《1 Xiy+d2=5, 2 十 39 十 6 一 20 一 58Y 十 3 一 3; 
(2) 37 十 4 十 6z 一 5 67+5y+9s=10, 37+3y+52=6; 
(3) Y 十 9 十 5 一 6，24 十 238 十 由 一 20,， ~y+2—2; 
《4)》 zx—y+22—=1, 22 一 2 十 和 2 一 一 5，37 一 2 十 62 一 芝 ; 
{5) 32 一 4 十 3 一 5，320 十 4 十 5 二 一 10，67 一 24-4-2z 一 一 9 
2、 求 三 乎 看 
=oy 4b, Yas+4 cr, 2=bT1 Ay 
工 线 的 充 要 条 仁 . 
3. 确定 a 和 5 的 数值 , 使 三 平面 204 一 wy 十 3z 一 一 0 429 一 2 二 5D 一 0， 
Zz+ay 一 62 十 10 一 0 (1) 闪 点 ; (2) 共 线 ; (3) 两 两 相交 成 三 条 平行 线 ， 
和 讨论 下 列 三 平面 的 相关 位 置 : 
《13 7z 十 aoy 十 (b+ 上 cs 二 QG 一 0 (2) +byt (tetas+ad=0; 
(3) 2 十 oy 十 (a +bs+a=0. 
”5. 讨论 下 列 三 平面 的 相关 位 置 : 
(1) z+y4-2—=1, 《2) az 十 By 十 cz 一 后 《3) wr + by + ol— 2, 


om pi cd hh ol 中 
6， 广 A=jqs by 61, d=|Ib, cy | 

Ca ba cs zs ts3 ds 

qi cl ci a pl 2 


人 二 C2? C3 Q3 jy A ds bs ds 


U3 C3 3 G3 ba ds 
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求证 
(1) Ro= R= 3¢344 0; 
(2) Ro=Rs=2S4= 抽 ,== 抽 = 人 从 
(3) Ro=R.,=1Odbi:c da b,c ds= 3: ba cs: 中， 
7， 求 汪 三 舟 撒 三 边 航 中 策 面 共 线 . 
[ 提 东 ， 腾 三 天 4.《z,, Yr 81) 《7 二 1，2,3) 利 用 第 一 节 信 | 3.] 


第 七 平面 族 


我 们 知道 : 三 个 条 件 可 以 准 - 一 地 确定 一 平面 , 所 以 适合 两 
个 条 件 的 平面 的 方程 通常 含有 一 个 人 参数， 这 个 参数 的 值 如 改 
变 , 则 所 表示 的 平面 也 随 之 改变 ， 由 于 这 些 平 面 都 适合 某 种 
特定 条 件 ， 它 们 之 间 几 有 一 定 的 内 在 联系 ， 我 们 把 这 样 的 方 
程 所 囊 示 的 许多 平 而 叫做 平面 族 或 平面 系 。 同 理 , 适合 一 个 
条 件 的 平面 , 它 的 方程 含有 两 个 参数 也 叫 平 面 族 ， 下 面 介绍 
几 种 平面 族 . 


了 7 了 :1 与 一 个 平面 平行 的 平面 族 


首先 证 明 
定理 工 方程 
arroyt+esth=0 (一 co 一 下 <co) (1) 
表示 和 定 平 面 
av-tiy tes-iad=0, oH-6+ ce¥0 (2) 
平行 的 平面 族 ,， 这 时 下 是 参数 ， 芭 过 来 ， 和 (2 平行 的 平面 族 
的 方程 可 以 写作 (了 ). 


【证 】 二 身 于 (录入 ) 的 一 次 项 系数 煌 同 ， 且 人) 为 二 
元 一 次 方程 , 让 (I) 表示 与 咏 ) 平 行 的 平面 , 当天 变化 时 ，( 孔 表 
水 无 数 个 平面 , 上 故 (了 ) 发 示 和 (2 平行 的 平面 族 . 
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2. 现 证 所 有 和 (2) 平行 的 平面 都 可 以 写成 (1.， 设 有 一 
个 平面 x 和 (人 2) 平 行 , 在 zz 上 取 一 点 Pokao，go ?0)， 过 Po 和 和 
《2) 平 行 的 平面 也 就 是 平面 w, 它 的 方程 是 

6 人 (一 ro) -+o — Yo 十 0 一 so) =0 
或 av -y+ ee — aro yo cz0) 一 0 
此 即 (的 形式 , 其 中 = 一 (awo 十 byo 十 cx0)。 

【 例 二 求 与 平面 ax-by 十 cz 十 9 一 0 平行 ， 且 在 三 个 华 
标 办 上 的 截 距 的 代数 和 是 常数 和 的 平面 的 方程 . 

解 ， 设 az 二 2 上 cz 二 4 一 0 是 记 求 的 平面 , 令 y~z 一 0, 则 


得 “ 畏 上 的 截 距 ~ 一 二， 同 理 可 得 : 它 在 轴 及 > 轴 上 的 堆 


距 分 别 是 一 到 和 一 也， 由 假设 
i 
心 
从 而 得 bh 一 
将 4 值 代入 所 设 方程 中 , 即 得 所 求 平 面 的 方程 
az+ by+tcz— mabe 0 


2 十 CE 十 Ge ， 


了 ,他 平面 束 
过 一 直线 的 平面 族 册 做 平面 束 ， 下 面 推 求 它 的 方程 . 
定理 2 方程 
MRT Dy ci) -Xefcaz 士 pay 十 cas 十 Ca) 一 0， 
和 十 和 2 基 0， 一 co<< 和 和 as< 必 十 cc。 (3) 
表示 过 两 个 相交 定 平面 
MT: Wut by ot dm0,， w+ otoi*0 (4) 
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和 


ma Wan boy ot d=0, ob2+c¥0 (5B) 
芍 交 线 1 的 平面 来 ， 这 里 入 ,sa 是 参数 时 、 反 过 来 , 过 到 和 
ra 的 交 线 的 平面 束 的 方程 可 以 写作 (3). 
【证 +， 先 证 方程 (3) 关于 任 一 对 确定 的 实数 入，%s 
(1 十 2 到 0) 来 说 ,表示 一 个 平面 ， 将 方程 (3) 改写 作 
(CNzei 十 和 age] 十 《NA1B1-i- NaDa)y 
4 (M1 hg0a) gt Midi Mads 一 0. 
对 这 个 三 元 一 次 方程 , 只 要 证 明 
(AGi 十 和 2a)? 十 《CAI01 十 和 a02)? -1 (Xxc4 十 入 aca)2 关 0， 
它 就 表示 一 个 平面 .我 们 用 反 证 法 来 证 ， 如 果 Aaca 二 和 acs 一 0 
AD1-- 和 apa 一 0，X1ci+- ac 一 0， 则 得 
a G2 04:89= 0109 = — (Ma: Ni), 
即 m3 与 m 平行 ， 这 不 可 能 ， 故 (3) 对 于 一 对 定 实数 和， 和 
(和 十 入 天 0) 来 说 ,必定 表示 一 个 平面 . 
下 面 再 证 方程 (8) 所 表示 的 平面 必 过 wi 和 ma 的 交 线 二 
在 ! 上 任 取 一 点 Pol%o,， Wo， zo)， 于 是 
wtot Oyot Ct0+ A 0, garot Boyot cot0+ ds = 0. 
因此 对 于 (3) 中 给 定 的 一 个 平面 , 它 所 对 应 的 一 -对 实数 和 Xz， 


必 有 有 
Mtr0t+ bigot Ciz0+d1) 


十 和 saaoo 二 Bato 十 caso 十 Ga) =0, 
由 于 Po 的 任意 性 , 这 就 证 明了 这 个 平面 必 过 也 
23， 最 后 证 明 . 过 次 线 [的 任意 平面 7 的 方程 都 包括 在 方 
程 人 8) 内， 对 过 ?了 的 ma 可 取 和 =1 xxa=O 对 过 二 的 ms 可取 
和 ii 一 0，Xs= [大 开采 不 是 呈 又 不 是 ma， 则 取 严 中 不 在 了 上 


。【[ 注 ] 这 里 ja 知 是 两 个 不 独立 的 参数 ， 当 如 于 0，ja 半 0 时 ， 因 :和 可以 看 
佐 是 一 个 独立 参 效 。 


的 一 点 4(a,B, 7Y)， 于 是 
CQ 十 DB |-ey+d0, 0 boB+cry+ ds #0. 
这 时 mw 可 由 及 4 唯一 确定 。 过 ?的 平 也 (3) 如 果 通 过 4， 
则 有 
AM(oit + biB--ery td) + Nh (Qt BBi+cay itd) 一 0. 
由 于 插 统 中 的 数 都 不 是 零 , 故 有 

MA = — (Gri 6B te +a) :aaa 十 本 局 十 647 十 地 )， 
这 时 = 的 方程 即 可 由 

《as 十 5aBTcoy 十 Go) (or + by + est ds) 

— (g++- bBory + da) (Gav Bag + Cas+ das) =0 
来 表示 .于 是 过 了 的 任何 平面 都 可 以 写成 (83) 的 形式 . 1 
注意 二 如果 入 去 0, 令 -入 一 2 则 方程 (9) 就 可 变形 为 
dg 十 0 十 c2 十 四 二 和 (aa 十 Day 十 caz {do) 一 0， (6) 
这 样 , (6) 比 (3) 更 便于 应 用 , 只 是 (6) 中 不 含 平面 wz. 
2. 用 平面 的 简 记 法 ,平面 束 方程 可 以 写作 
Nd Nava = 0, (7) 
这 里 w=0 和 ww 一 0 叫做 平面 束 的 基 面 . 

【 例 2】 求 过 两 个 相交 平面 (4 和 (人 5) 的 交 线 , 并 与 三 个 
坐标 面 分 别 垂直 的 平面 的 方程 (假定 交 线 与 三 个 坐标 面 都 不 
垂直 ). 
解 ， 将 (4) 和 (5) 分别 写成 

mp+d=0 和 7 二 oo 一 0. 

于 是 97 X 912 一 {Dics 一 0socr， 6102 — Cott1y R10Da— Rab1}¥0 
将 是 交 线 二 的 一 个 向 量 . 
.次 线 不 与 y: 面 垂直 , 也 就 是 不 与 之 轴 平行 , 故 得 
(e169 一 caCT) 3 二 (a102— Gab1) #0, (A) 
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设 (8) 为 所 求 的 与 yz 两 熏 直 的 平面 , 即 
(Ma1i NoQa) wt (ADI1-|- M0o)Y 
(aez Ab2) 2 di Nods = 0 
与 z= 0 有 洋 直 .由 本 章 第 五 节 () 知 N01 十 Mot2 一 0， 当 呈 夭 0， 
2 关 0 时， 则 得 Xi;As=- ai 一 Wz, 代入 (3), 得 
(Caba— bY + aca — a01) 2 4- da ~ Gadi = 0. 

由 (全) 式 知 ， 此 式 即 为 所 求 的 平面 ， 当 41 一 0，ts 天 0 时 ， 则 
h3 一 0， 和 1 表示 任意 数 ， 代入 (3), 得 by 十 ciz 十 一 0， 出 (4) 
得 如 器 0， 当 呈 关 0, gs 一 0 于， 则 xi = 0，xs 表示 和 任意 数 ， 
代入 (3), 得 02y 二 czx 十 ds=0。 由 (入 ) 得 可 十 吕 0。， 当 与 
cs 都 等 于 0 时 , 则 由 (入) 可 知 不 存在 这 种 情况 ， 

2. 过 交 线 分 别 与 22 面 及 zy 而 垂直 的 平面 ， 留 作 练 习 ， 
读者 试 划 行 补 上 上 . 

我 们 将 过 一 直线 县 与 坐标 面 垂直 的 平面 叫做 这 条 直线 在 
坐标 面 上 的 投射 平面 。 

利用 平面 来 可 以 解决 三 个 平面 其 线 的 问题 。 

定理 3 三 个 不 同 的 平面 

mr 204 十 DO 十 2 二 BC=0 (r=1, 2, 8), 
两 两 相交 , 则 共 线 的 充 更 条 件 症 ， 存 在 三 个 都 不 是 零 的 数 属 、 
Ka、 Ks， 使 
Eu t+ kota ksus 二 0. 8) 

【证 】 1. 必要 条 件 过 ma 和 za 的 交 线 的 平面 束 是 
A 十 hot9-=0， 相 于 一 0，Vsa 一 0 和 Ws 一 0 共 线 ， 邦 Tw 必 是 
这 平面 束 中 的 某 一 个 平面 。 车 取 Xi 一 丘 关 0，Xa 一 各 关 0 可 得 
mwa, MW ja 十 Ka 一 与 ?一 必 衣 示 同 一 个 平面 ， 于 是 

ka -kalo == — Eatta 《fs 天 0)， 

移 项 后 邑 得 (8) 臣 ， 
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2. 充分 条 件 ” 设 (8) 成 立 ， 则 it 十 tara 生 一 ji。 如 时 
Ki、ka 和 ks 都 不 等 于 0 则 kwa 十 Koua 一 0 表示 过 mit 和 ws 的 交 
线 、 且 与 zi 和 ws 都 不 相同 的 平面 ， 而 这 平面 就 是 一 ksws 一 0 
或 Us 一 0, 即 rs， 故 知 zi、za 利 rrs 共 线 . : 

【 例 3】 试 证 经 过 不 是 三 个 直 三 面 角 《其 三 个 面 都 不 两 
英 垂 直 ) 的 三 楼 、 且 与 对 面 垂 直 的 平面 共有 三 个 , 它们 必 共 线 . 

【证 】 设 三 面 角 的 三 个 平面 的 方程 是 

Wm oyeortd=0 (r=1, 2, 8). 
且 三 个 平面 不 两 两 垂 直 , 即 
ad 一 CaGa babs+-cacg 0, 
Qo = Ws 0ab1t caci 0, 
Qe= wi 二 610g 二 6163 天 0. 

设 过 w=—0 和 ws 一 0 的 交 线 与 各 一 0 垂直 的 平面 方程 是 
koua 十 Kaus 一 0, 则 击 垂 直 条 件 得 

ka (aaas 十 Dips 十 Ci02) + ka (Watt babit cs01) 一 0. 
即 kxos 十 iaos 一 0, 于 是 这 个 平面 是 入 二 aa 一 aaa 一 0， 同 理 ， 
过 ww 一 0 和 有 一 0 的 交 线 与 we=0 垂直 的 平面 是 入 二 Qsts 一 
oatd 一 0， 过 包 =0 和 tw 一 0 的 交 线 与 =0 垂直 的 平面 是 
Vs 三 GIW1 一 Waua 一 人 0。 由 于 负 十 Vs 十 V3 三 0， 故 这 三 个 平面 必 
共 线 .]】 
了 'BS3 过 一 定点 的 平面 把 

过 空间 一 点 的 平面 族 时 做 乎 面 把 (或 平面 汇 )、 下面 推 求 
它 的 方程 . 

定理 4 方程 

TT) 十 DY 一 go) 二 et 一 加 ) =0, orte0 (9) 
表示 过 Polxo,yo， 5o) 的 平面 把 ， 此 处 w 8, 6 是 参数 ， 反 过 
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来 , 过 Po 的 平面 把 的 方程 必 可 以 写成 (9) . 

【证 】 1，(9) 式 所 表示 的 平面 不 论 a，5，。 值 如 何 (@? 二 
让 十 关中 显然 必 这 Po(zo， yo， 20). 

2. 设 AwtBy+0z+D=0 (4 二 BOp 关 0) 是 过 P。 
《wo，WYo，z0) 的 任意 平面 ， 则 得 420-!-.Byo 十 Co 十 D=0， 黄 式 
相 减 , 得 

4(z 一 zo) -BY Yo) tO -#0) =0, 
此 即 49) 的 形式 , 十 是 定理 得 证 , 卫 

【 例 4] 过 四 面体 48CD 的 重心 G， 任 作 一 平面 ， 分 别 

六 DA. 记 有 DC 于 已 总 .已 , 则 
和 范 + 盘 + 种 ~ 
【证 】 设 村 Cw yi 821), Blva, Ya, Yo), OO (es, Ys, Zu), 
如 (wa 42) 如 Cp Vg， 9)， 则 出 (9) 知 , 过 9 的 任意 平面 是 
a on) by) + ol ss) =0, 
由 本 章 第 四 节 (8) 得 
AP _ a{lwi—w) to (yi — Yo) te (1 — 0) 
PD CA24 2 十 Of 一 go 十 cza 一 zz) 
BQ CCkze 一 t) 十 ba 一 ge) 十 cza 一 2 


QD a (wa — by) + OY — Yo) 十 CUzs 一 好 ) 
OR _ _ wvs—%y) 二 Ba 一 bo) 十 C(za 一 2p) 
RD Wlwa— 20) OYs— Yo) olsa— sg)" 
所 以 
AP BOQ 0BR 


Pe ey 
二 CORI Ra -ga- -Oe 


& (La — 9) TO (Ws — Yo) C(O— 2y) 
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但 wy (2 十 ze 十 ts 十 24)， 
人 工 本 区 上 
od 
1 
si 十 加 十 加 十 %a)。 
所 以 C1+ Ts+ws — By = — (Vs —%o), 


Yi yy BY = — (Ya — yg)s 
et A 
-be 1 加 
许 是 得 冯 和 On =- | 


“了 .入 过 三 个 平面 的 交点 的 平面 把 


定理 5 方程 
A1U1 + Aotta Aaa =0, A 十 22 十 和 尖 0 
长 一 co < 人 1 NI, A 十 co) (10) 
表示 过 三 个 相交 王 画 


好 Wr 三 CI 人 二 Bo 二 cr 十 @ 一 0，c2 十 2 于 CD (r=1, 2, 3) (11,) 
的 交点 Po 的 平面 把 ,这 里 为、%a、 Xs 是 参数 ， 反 过 来 , 过 qm、 ws 和 sa 
交点 的 平面 把 的 方程 可 以 写作 (10). 
[证 ] 1. 证 明 与 定理 2 中 第 一 部 分 完全 类 似 .。 作 为 练习 ， 留 给 读 
者 自行 补 上 . 
2， 要 证 明 过 Po 的 任意 一 平面 w 的 方程 都 包括 在 方程 (10) 内 .。 如 
归 z 是 mai 焉 me 或 ma 则 分 别 取 入 于 0, 和 一 0, ha 一 0 或 人 一 0，X2 坟 0， 
AM3 一 0 或 各 一 小 ja 一 0,， ha 到 0 就 可 以 了 .。， 当 多 不 是 ma、ra 和 ma 中 的 一 
个 平面 , 则 取 w 中 与 Po 不同 的 两 点 4ikea， Ba 7Y1) 和 A449《aa, B2, 73)， 
县 使 4z43 联 线 不 过 忆 点 , 故 有 
trkar BT 三 Craa 十 prBIi 二 cryi 十 Gy 号 0 (rl, 2, 3), 
trkaa Ba, 732) arr +t brBat errata (r=1, 2, 3). 
当 41， 42，Po 共 线 时 ，414d4 与 mb ma 和 ma 的 交点 都 是 Po, 根据 


本 章 第 四 节 定 理 2(8), 得 


Wtay, B1, 71) 


a _ Wal B1, 71) 


tilas, Boa, 2) 


Wat mz, Bs», Ta 


Mal B1, y1) _ APo 


waa Bo, 32) 


Pods “ 


反 过 来 锯 成 立 . 于 是 Po, A 有 A, 不 共 线 ， 表示 上 式 不 成 立 。 
这 时 wm 可 由 4 ， 43，P。 唯一 确定 过 Po 的 平面 如 果 通 过 4 和 


4 则 分 别 有 
Pau CA, Bi, VY1) + Aswalor, B1, 
Mi(ay, Ba, Y2) + A ay, Bs, 
因此 ,由 附录 第 三 节 定 理 5， 
walot, Bi, 71) 
Wo(as, By, Y9) 
Wslo, B1, 71) 
ustaa, B2, Ya) 
Wai, B1, Y0) 
ay, Bo, yo) 


AT AAS 一 


?1 二 和 stall Bi, 71) =0, 
?3) Awa Ba, Ys) =0, 


ualat, A1, 1) 
Ualos, B2, Y3) 
Wila1, B1, yi) 
uilas, Bo, y2) 
Wala1, Bi1, YI) 
WCG2) 局 >， 72》 


”这 三 个 二 阶 行列 式 中 至 少 有 一 个 不 是 等 .这 时 严 的 方程 即 可 由 


Uno, B1, 71) 
1 oles, Ba, 2) 
ualor, By 1) 
uatoa, Ba, Yo) 
Pe B1, 71) 

ju (a2, Bs, Y9) 

1 

wilar, B1, 71) 
wilo2, Poe, 2) 


3 


或 


{a01, B1, 1) 
2(c2, Po, y2) 


uala1, Bi, 71) 
walos, Bs, Ya) 
wita1, Bs, 71) 
tl0a, B2, Y2) 
Walo1, B14, Y1) 请 
afKc2， 甩 2，79 

Lat 


Wa 
watar, B1, 1) 
walao, Bo, Y2) 


=0 


来 表示 .于 是 过 Po 的 任 一 平面 都 可 以 写成 (10) 的 形式 . ] 


{ 合 5] 


求 过 三 个 平面 (mm (7 = 2，8) 的 交点 间 与 澡 


问 量 天 ~ {fk1, 上 2， ks} 垂直 的 平面 方程 。 
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解 : 设 (10) 为 所 求 , 则 此 平面 法 向 量 将 是 
11 一 {Ai0C1 十 和 ace Ns0g, M01 二 和 abs 二 Aabs, 
和 491 十 Ca 十 和 scs}， 
由 于 并 和 经 平行， 则 由 第 二 章 第 九 节 定理 6 的 推论 工 可 知 : 
AdGC4 十 和 szC3a 十 和 ata AD1+ NDo NsDs 


大 ka 
,A101 十 和 a02 十 入 a03 a 
ks 
M1 Modo t+ Nsta — kis, 
即 MD1 + Aa03 + NgDs = Ras, 
和 C4 十 入 aCg 十 入 aC3 一 无 38。 
由 于 rr, rs 和 rs 交 于 一 点 , 即 知 
Cd pi C1 
= | Ca 03 Ca 夫 0， 
Ca bs C3 
因此 A， hs, 和 %s 可 唯一 确定 , 解 之 , 得 
ki Ga Cs Cd kK ws 
和 = 本 ka Ga osil， 和 一 六 0 ks Bsl, 
ks 0 0a C1 ka Cs 
ti Go ki 
)a 一 本 Di Bs Rl, 
et Ca ka 
故 所 求 的 平面 方程 是 
ki Ca Qa Cd kl gs Gd Ca ki 
ka ba ps? 十 |51 kg past 十 |p pa kalws=0, 
fs Ca 03 C1 Ka os C1 Ca fa 


利用 平面 把 也 可 以 解决 四 个 平面 共 点 的 问题 .仿照 定理 
3, 有 


-一 人 习 和 一 


Ja 


定理 6 设 有 四 个 不 同 的 平面 
mr Ut hy -to t+ d= 0, 
at+b2+c#0 (ro1, 2, 8, 4), 
其 中 任意 两 个 不 平行 ， 任 意 三 个 不 共 线 ， 则 共 点 的 充 要 条 件 
是 : 存在 四 个 都 不 是 零 的 数 和 、pa、&a、5za， 使 
PIA kaug 二 ala 十 katta 一 0., (12) 
证 明 作 为 练习 , 留 给 读者 试 自行 补 上 ， 
并 例 6] 在 定理 6 的 假设 下 共 点 的 充 要 条 件 是 
1 hr Da 1 
Le] ba Co do 


: "|=0, (13) 


ds Ba os As 
ad Pl c ds 
【二 】 (12) 式 可 以 写作 
Kit1t kato Rsqa t Kaa) T+ Chibs + Kobo 二 天 sp3 Rabady 
+ (Rac1t Roca Kacat aca)s + Krai + hada Bory+ hdds0, 
因此 有 iar {Rads + Lacs + Lara —0, 
kib1 + Kabs + Eabs Kaba—0, 
商机 守土 训 虽 于 和 6 和 0 
Kd1 -+ Rad + kada+ Kada=0. 
义 此 四 元 齐 次 方程 组 有 非 零 解 的 充 要 条 件 是 (3)《 见 附录 第 三 节 定 理 
3)， 但 训 , Ko, Ra, 玉 中 若 有 一 个 是 零 , 则 由 (12) 可 知 三 个 平面 共 线 ， 
这 是 不 可 能 的 ; 车 有 两 个 是 等 , 则 由 (12) 知 两 个 平面 重合 , 这 也 是 不 可 
能 的 ; 车 有 三 个 是 零 ， 虽 由 《1 知 一 个 平面 的 方程 系数 都 是 等 ， 这 仍 是 
什 可 能 的 ， 因 此 ha， K3，jia 都 个 是 零 ， 


习 题 3:7 


1， 求 过 (3, 2, 一 1) 且 与 7¢ 一 y 十 ?= 二 14 平行 的 平面 方程 . 
2. 求 过 三 个 于 面 2--3, zy=5 及 zy 十 # 二 全 的 交点 , 甘 与 ?7% 一 
十 3 一 J4 平行 的 半 亢 方 醋 。 
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Cn 


， 求 过 两 个 相交 平面 27+y 一 4=0 及 4+22 一 0 的 交 线 , 并 且 ( 加 过 


点 (2, 一 4 了) 的 平面 方程 12) 与 3z 十 2% 一 3 一 0 垂直 的 平面 方程 ， 


， 求 过 两 个 相交 平面 27 十 y 一 z= 二 4 及 7 一 y 十 22==0 的 交 线 在 三 个 坐 


标 面 上 的 极 射 平面 ( 妈 由 恬 直 的 平面) 方程 . 


已 知 四 面体 OP1PaPs 的 三 个 顶点 rzry Yr, er) Cr =1, 2, 3)., 求 


过 原点 和 对 面 平行 的 平 疝 方 程 . 


， 求 过 Pokzn bo 20) 旧 与 常 向 量 -far ao， 03} 鱼 直 的 平面 方程 
， 用 平 夯 束 证 明 : 三 个 平面 


U1 二 20--3 二 3=0, Was=37-y4-22--1=0, 
Wa 2r— y+32—2=0 
共 线 ， 


- 求 与 平面 ax 十 6 十 3z 一 8 一 0 平行 的 平面 方程 ， 并 使 此 平面 在 三 


个 坐标 面 上 的 交 线 所 图 成 的 三 角形 的 面积 是 二。 


. 已 知 四 面体 的 加 个 面 是 


Ur 二 04 by+ters td 0, orbst+el0 (f=1, 2, 3, 4), 
求 过 每 个 顶点 与 对 面 平行 的 平面 方程 ， 


. 已 知 两 个 平 画 =0 及 v==0 相交 ,求证 平面 Mw 十 wv=0 不 论 和 和 见 


的 值 如何 , 永远 包含 一 条 定 直 线 . 


.已 知 三 个 平面 ww 一 0,v 一 0 及 ww~0 共 点 ,求证 平面 hw+jvi+vw=0 


不 论 入 bv 的 值 如 何 ,永远 包含 一 个 定点 ， 


. 用 平面 上 证 明 三 角形 各 边 的 中 垂 面 必 共 线 ， [提示 ， 参 看 本 章 第 


一 节 例 3,] 


.在 坐标 轴 上 分 别 取 4，43 万 533 C, CI 诸 点 。 如 果 平面 4'B0 


及 4B'O， BC4 及 BO'4', C"4B 及 04'B' 都 相交 , 则 三 条 交 线 必 
共 面 .【 提 示 : 用 截 距 式 并 用 平面 来 . ] 
本 音 提 要 


工 ， 平面 方程 的 各 种 形式 - 
(1) 坐标 形式 和 向 量 形式 的 点 法 式 、 普 衣 式 、 三 点 式 、 截 距 式 、 参 数 


式 、 法 线 式 ; 
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(3) 注 辣 方 程 由 每 个 量 是 常量 还 是 变量 或 是 参数 ; 

《3) 注意 方程 由 每 个 量 的 几 全 意义 ; 

《4) 注意 同一 种 形式 中 的 向 量 形式 和 坐标 形式 的 互 化 , 每 两 种 形 
式 的 互 化 ; 

(5》 三 条 件 确定 一 平面 . 

2， 点 各 平 画 的 关系 

《14) 度量 关 率 (ay 平面 到 点 的 有 商 距 离 和 距离 ; (b) 两 点 所 定 的 直 
线 与 定 平 嘻 的 交点 分 这 两 点 所 成 线段 的 比 . 

《3) 位 置 关 系 ，(a) 平 面 处 过 原点 时 ,一 点 和 原点 在 平 疝 同 侧 或 好 
侧 ; (b) 沿 点 在 半 面 同 全 或 异 侧 ; (0) 平面 分 空间 成 正 半空 间 和 人 负 半 空间 ， 

3. 两 平面 的 关系 

(1L) 位 图 关系 分 三 种 . (a) 用 普遍 陈 来 判定 ; (5) 用 秩 来 判定 ， 

《2) 度量 关系 ，〈a) 相交 半 曾 的 交角 ; 《p) 相交 平面 的 两 个 平分 名 
面 ， 

“和 三 个 平面 的 位 置 关系 分 八 种 ,用 秩 来 判定 . 

5， 平面 族 

《1) 与 一 定 平面 平行 的 平面 族 方程 ; 

《2) 过 两 个 平滑 交 线 的 平面 东方 程 ; 

《3) 过 一 定点 的 平面 把 方程 

《4) 过 三 个 平面 交点 的 平面 把 方程 . 


复 习题 三 


1, 方程 2m.p4+8 一 0 在 下 列 条 件 下 是 怎样 的 ? 
(1》 过 原点 ; (2) 平 行 于 轴 ; (3 过 工 轴 ; (4) 平 行 于 wy 面 . 

2. 求 原 点 到 平面 ++y 十 z==% 的 距离 和 法 线 向 量 的 方向 角 . 

3. 车 平面 关于 三 个 坐标 面 成 等 角 是 与 原点 的 距离 是 p， 求 这 平面 的 
方程 . 

4， 在 平面 wz 十 到 十 cz 十 &=0，a2 十 刀 十 co 二 0 内 求 一 点 Po, 使 0 的 
三 个 方向 角 是 60°、60° 和 45°. 

5， 在 平面 ax 寺 by 十 ez 十 d=0， 二 如 十 0 天 日内 求 一 点 Po, 使 上 0B 的 

”方向 角 届 相等 ; (2) 分 别 是 m8, yx; (3) 与 z 轴 和 办 所 成 的 方 击 
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10. 


11. 


32. 
13. 


14. 
15, 
16. 


47. 


角 中 前 两 个 分 别 是 和 8. 


， 求 证 平面 dz 十 8 十 人 2 十 8 二 0, 82 十 酚 十 02 天 0 内 任意 两 点 所 作成 的 


直线 上 的 任意 点 也 都 在 此 平面 内 . 


， 从 原点 作 长 度 为 pg 的 云 条 等 长 有 向 线段 08，0B 和 C0, 它们 的 


方向 余弦 分 别 是 和 pov; pv 入 和 vp， 过 4, 如, 0 分 别 作 
与 04, 0B, OC 重 真 的 平面 , 求 这 三 个 平面 的 交点 . 


.在 三 个 坐标 轴 上 各 求 一 点 ， 使 它 到 平面 ar 二 码 +oz+d=0， 


名 十 要 小 22 关 0 的 距离 为 (Ck>>0). 


在 三 个 坐标 轴 上 各 求 -点 , 使 它 到 两 个 平面 


TCOSQGI + YEOSB1 + ze0s y1— 1=0 
和 ZOOSA2 + YeOS Ba t+200s ys— pa—0 


的 距离 相等 。 
求 还， 以 定 平面 世上 记 士 二 一 工 与 坐标 轴 的 三 个 交点 所 构成 的 三 
角形 为 底 ， 册 定点 (zw yo， so) 为 项 的 三 角色 的 体积 与 加 十 -如 -二 
-全 一 1 成 比例 ， 


忆 知 两 全 和 交 平 面 

Womthytertad=0 和 2 二 4 十 pay 二 eaz 十 吧 一 0 

求 过 它 信 的 交 线 并 在 下 列 条 件 下 的 平面 方程 ，(1) 过 原点 ; (8) 过 不 
往 红 0 及 ws 二 0 上 上 的 点 Po(zo， glo， 20); (3) 与 warz+byFes=0 
垂直 ,但 %=0 与 一 0 不 垂直 ,&=0 与 Ws=0 不 重 直 . 

用 数量 积 推 求 点 到 平面 的 距离 。 

已 知 一 三 角形 , 过 其 重心 作 任 一 平面 , 试 证 此 平面 到 此 三 角形 的 三 
个 顶点 的 有 向 距离 的 代数 和 必 是 零 , 并 推广 到 四 面体 进行 考虑 . 
已 知 汪 个 定点 , 过 其 平均 中 心 作 任 一 平面 ， 试 证 此 平面 到 此 交 个 点 
的 有 向 距离 的 代数 和 必 是 零 , 

求证 |z|+1y1 十 121 一 a(4 半 站 表示 一 个 正八 面体 的 八 个 面 的 方 
程 。 并 求 上 比 八 面体 的 表面 积 和 体积 . 

两 个 平面 互相 于 直 ， 由 此 两 平面 外 的 任 一 点 到 这 两 平面 作 垂 线 ， 
试 证 它们 的 垂 足 的 联 线 必 与 两 平面 的 交 线 惟 直 . 

求证 2 十 2 一 ?一 0 y 填 72 一 2=0， x2y 一 一 4 二 0， T+3yt2~—4=0 


一 196 -一 


工 8 . 


“26 重 


了 四 


*28, 


和 22 二 3 一 * 一 8 一 0 五 个 平 而 用 成 一 个 四 棱锥 ， 
试 就 两 个 半 面 在 坐标 轴 上 的 截 此 , 讨论 这 两 个 平面 的 相关 位 置 及 
相应 的 判别 条 件 - 


， 求 与 点 (0 0, 名) 及 半 面 :一 一 各 等 距 的 点 的 轨迹 方程， 
. 求 到 两 个 平行 平面 的 距离 之 比 为 常数 的 点 的 轨迹 方程 
. 求 到 两 个 相交 洗面 的 距离 之 比 为 常数 的 点 的 轨迹 方程 . 
.已 知 两 个 定点 和 4 和 ,又 知 动 点 ,DP 在 68 和 0 上 的 射影 的 


大 小 的 代数 和 是 常数 , 求 卫 的 轨迹 方程 ， 并 推广 到 ?个 定点 的 情 
况 


已 知 两 个 平面 相交 ， 求 证 过 交 线 仅 有 -个 平面 使 它 的 法 向 最 为 已 


知 问 量 . 


”已 知 三 个 平面 相交 ,求证 过 交点 仅 有 一 个 平面 使 它 的 法 向 量 为 已 


知 向 量 , 


， 设 有 入 二 ar 十 贡 b 二 2 二 二 一 0，a2 十 下 上 十 c 寺 0 人 一 二 2)， 旦 2 一 0 


和 wa 一 0 相交, 则 ruata 十 加 0 表示 平行 于 它们 的 交 线 的 平 
面 族 , 这 里 妨 , hs 和 和 n 是 参数 ， 四 
求 由 四 个 平面 
WearT+ by tos d=0, +h+o=0 (r=1, 2, 3, 4) 
所 围 成 的 四 面体 的 体积 . 


| 提示 ， 四 个 顶点 是 全 -和 ~ 和 一 二 ,这 里 4 Bu Co 也 是 
v T 人 E 


ad by ec 加 
a2 V2 cy da 
4。 bc | 中 的 a pm cw ds 的 代数 余子 式 . ] 

WB 
没 Nr (7 二 1, 2，3) 是 两 两 垂直 的 草 位 向 量 ， 推 求 三 个 平面 
Nr CP 一 了 已 ) ==p; 的 交点 ,… 
[提示 : 利用 PPo= 和 N39 十 AoN3 十 AaIN4 来 确定 h1, 和 ho, Aa.] 
或 证 通过 四 面体 的 每 个 裕 及 对 导 中 点 的 平面 共有 闪 个 ， 它们 必 
[提示 ; 用 半 面 束 ,] 
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“29. 


“30 . 


4. 


已 勾 由 二 对 平行 平面 
0 : 人 

Toby +d =0, a + bayt+ea2+d=0, 
fsvtibsy te td =0 
{ asc boy tes tos =0 
围 成 一 个 平行 六 面体 ， 原 点 及 Po《xo，go，#0) 都 不 在 此 六 个 平面 
上 ， 求 (1 原点 位 于 内 部 的 充 要 条 件 ; (2)Polxo, yo,z0) 位 于 内 前 
的 充 要 条 件 ; 《3) 诛 点 怡 是 对 称心 的 充 装 条 件 | 《和 Pokzo gos 50》 
悦 是 对 称心 的 充 要 条 件 ， 
[ 提 水 (3) 和 (用 平移 .] 
已 知 两 相交 平面 

toa t+ YCOS Biscos yr —Pr=0 (7?=1, 2), 
又 知 珊 相 交 平 面 
vr ha=0 (r=1, 2)., 人 

瘦 坝 =0, 机 =0 的 交角 与 Ws=0. 态 =0 的 交角 相等 了 时, 求 A1 和 2 
所 应 适合 的 条 件 。 


思考 题 三 


从 两 平面 交 线 的 平面 束 中 任意 取 两 个 平面 作 基 面 ， 必 产生 原平 面 
东 ; 从 三 平面 实 点 的 平面 把 中 任意 取 三 个 平面 作 基 商 ， 必 产生 请 平 
而 把 ， 试 分 别 加 以 证 阴 . 


” 设 任 一 直线 与 一 平面 束 中 的 四 个 平面 奖 于 4、P、B、@ 四 点 . 求证 


L 提 未 利用 本 章 第 四 节 (8)， 这 常数 叫做 四 平面 的 交 比 .] 


、 推 求 三 元 二 次 方程 


出 (2 Yy, 2) =ar? + by +e? +2fys + gsr + 2hry 一 0 
表示 一 对 平面 的 充 要 和 条件, 并 就 各 种 相关 位 置 加 以 讨论 。 当 它 表 
示 一 对 实 的 相交 平面 时 , 并 求 它们 的 夹 角 . 


， 讨 论 四 个 平面 dr 十 By 十 cr2 二 人 =:0， 十 避 十 0 于 0(r=1]， 2， 3, 44) 


的 相关 位 置 ， 


5。 计 请 不 等 式 组 wz+bry 十 pg+ 夏 关 0 《7 一 1, 2, 3, 4) 能 围 成 四 面体 
的 充 要 条 件 ， 从 而 证 明 不 等 式 组 2z 一 g 一 六 0， 一 & 十 2g 一 ?> 0 
一 2 十 2z> 0 zy 二 Ts<0 转 成一 个 四 面体 . 
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一 一 一 一 第 且 章 一 一 一 一 
空 间 直线 


本 章 首先 将 空间 直线 作为 点 的 轨迹 ， 利 用 向 量 法 及 坐标 
法 建立 空间 直线 方程 的 各 种 形式 ， 然 后 讨论 直线 和 平面 以 及 
两 直线 间 的 位 置 关 系 和 度量 关系 . 最 后 讨论 直线 和 平面 的 结 
合 问题 .学习 本 章 时 也 要 先 从 平面 解析 几何 里 直线 部 分 相应 
的 内 容 来 考虑 ， 


第 一 节 ”空间 直线 方程 的 各 种 形式 


1'1 直线 方程 的 参数 式 .对 称 式 和 两 点 式 


首先 注意 直线 的 一 个 性 质 ， 郑 直线 可 以 看 作 是 这 样 的 点 
的 轨迹 ， 它 上 面 任意 一 点 与 某 一 定点 (也 在 它 上 面 ) 所 作 的 向 
其 永远 和 某 一 常 向 量 平行 。 根据 这 个 特征 , 我 们 就 能 建立 疝 
量 形式 的 直线 方程 . 

已 知 直线 又 知 和 这 直线 平行 
的 向 量 SS( 图 4-1) (S 叫 方向 向 量 ). 
在 1 上 取 一 定点 Po 于 是 了 就 由 仿 
和 Po 唯一 确定 ， 下 面 来 建立 它 的 
方程 ， 设 已 是 1 上 任意 一 点 , 于 是 
PoP 一 定 和 与 平 行 , 因此 它们 的 向 
量 积 等 于 零 , 也 即 


五 五 xS=0. (1) 
或 者 由 第 二 章 第 五 节 得 
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PF-1S 〔 一 cc<t 寺 co) (2) 
这 里 隋 是 参数 ， 它 随 瑟 点 在 了 上 的 位 置 而 变 ， 并且 和 盖 有 着 
一 一 对 应 的 关系 。 (2 世 可 以 写作 
P=P,+iS {(—co<t<o0)., (3) 
应 当 注 意 ， 这 里 天 和 已 是 位 置 向 量 , 仿 可 以 是 自由 向 量 , 并 
且 瑟 和 含 都 是 常 向 量 , 召 则 是 流动 向 量 ， 上 反 过 来 , 如 果 常 向 
基 ze 和 总 及 流动 向 量 囊 适 合 (3) 式 ， 那 么 逆 推 加 去 就 可 以 
得 到 PoPxS-0, 这 就 说 明了 卫 点 必 在 直线 1 上， 因此 ,入 
量 方程 (8) 就 是 直线 7 的 方程 ，(3) 岂 做 向 量 形 式 的 直线 方程 
的 参数 式 或 点 向 式 ， 玉 面 将 它 化 成 坐标 形式 ， 
设 Po(wo,， go, 20), Pa, Y; 中 ， 则 有 一 户 , 一 {% — vo, 
yy 一 Vos ?一 20}， 叉 设 入 一 站 7 nn}, 如 二 nn 十 12 关 0， 将 但 ) 用 
坐标 形式 表示 , 就 是 
2 一 2 十 瑟 Y 一 加 十 1 太一 0 十 外 (—~o0<t<o0), (4) 
〈 约 叫做 坐标 形式 的 直线 方程 的 参数 式 或 志向 式 ， 
将 上 面 的 结果 合并 得 ， 
定 还 1 过 定点 Po (co，%，xp)y 音 与 非 零 常 向 量 尽 = 已 
mm， 中 平行 的 直线 ， 它 的 方程 的 向 量 形式 是 (3)， 坐 标 形式 是 
(4). 
推论 过 Po (wo go, #0) 而 以 6 m,n 为 一 组 方向 数 的 直 
线 方程 是 
少 一 — Wo 一 
i 二 
此 可 由 (4) 消 去 t 而 得 到 方程 (6) 册 直 线 方 程 的 对 称 式 . 
注意 , 只 有 坐标 形式 的 对 称 式 而 没有 向 晤 形式 的 对 称 式 . 
特别 地 , 当 仿 表示 一 个 单位 向 量 SS 时 , 1 m, n 将 是 与 
SY 同 向 的 射线 的 方向 余 关 cosa,cosB，cosy， 此 时 (3) 和 ( 芒 
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分 别 化 成 


P=P+iS (~oo<t< too0); (8") 
t=—=Zotivoaa, Y=Yottio0s 后 ，g 一 加 十 4C08 7 
《一 ce<i 一 十 co)。 (4") 


必须 注意 :这 时 参数 t 有 简单 的 几何 意义 ， 由 于 PP~1S?, 
则 t 就 是 有 向 线段 PoB 的 大 小 , 也 就 是 t 表示 动 点 了 到 定点 
Po(zo，g%o，zo) 的 有 向 距离 , 且 PoP 与 So 同 向 时 ，t 为 正 ; 反 
问 时 ，t 为 负 . | 

【 例 科 求 过 定点 Po 且 与 定 平面 fx:P+4=0 垂直 的 
直线 方程 的 参数 式 . 

解 ， 因 为 mm 可 以 作为 所 求 直 线 的 方向 向 量 ， 故 由 (3) 得 
到 所 求 直 线 方程 的 向 量 形式 基 

P=Ptim 【一 co<<i< 十 oo)、 

【 例 2】 求 过 定点 Po， 且 与 两 条 相交 直线 P= 五 十 堆 ， 
和 哺 = 所 十 克 , 都 垂直 的 直线 方程 . 

解 ， 因 为 所 求 直 线 与 二 相交 直线 垂直 ， 故 可 取 SS, x 
坊 ， 由 (3) 得 ,所 求 直线 方程 的 向 量 形式 是 

P= 上 十 开罗 x Ss) (oto0). 

假定 

= {vo, Yo, Z0}, 心 :一 {oh, m1 Na} 心 : 一 {ls, m2,， a}. 
于 是 Sx Ss = {mn man la — rly ma — tann}, 
故 所 求 坦 线 方程 的 坐标 形式 是 

多 一 00 十 《93210923 mma) tb, Y= Yort Cla — nd)s, 
之 一 20 十 《49t2 — toma)t. 

[I 例 8】 已 知 直 线 天 大 = 有 十 坞 及 其 上 的 一 个 定点 五. 
(了 DD 在 1 上 求 与 P 距离 为 1 的 点 (3) 在 1 上 求 己 关于 Pa 
的 对 称 点 . 


解 ， (1 将 方向 向 量 肪 写作 s 史 "， 这 里 s=: | 久 |， 于 是 已 
知 方程 可 以 写作 P= 互 革 8tS* 或 P= 本 上 二 HS ， 令 寂 一 二 则 
所 求 点 的 位 置 剖 量 是 -FS? 或 Po". 
(2) 将 如 代入 请 = 如? 中 ， 得 到 到 记 寺 tS 
于 是 tS°= P,—P,, (A) 
这 里 六 就 是 Pi 点 所 对 应 的 参数 . 现在 来 求 它 的 数值 。 将 
(A) 两 边 都 数 乘 ,S$， 于 是 得 
E'S, So -— CP es 局) 0， 
即 有 = (PP~ Po).S. 
如 果 Pi 关于 Po 的 对 称 点 是 Da， 则 Ps 点 所 对 应 的 参数 值 将 
是 一线 即 一 (天 一 五 ) .So 故 得 Ps 点 的 位 置 向 量 是 
Pr ee 
【 例 4]】 已 知 质 点 P(w, 9, 2), 从 点 Po (zo %o 20) 开始 
作 等 速 运动 , 它 的 运动 方程 是 
rt—7Xotat, Y=—yot bt, 2= 0 ot, s 
这 里 + 表 时 间 ，( 了 ]) 求 速度 % (四 求 二 到 三 一 段 时 间 内 所 经 
过 的 有 距离. 
解 (1) 设 s 表示 质点 了 由 Po 经 过 时 间 # 所 走 的 距 
离 , 则 有 8s=%， 已 知 方程 可 以 写作 


一 Xo 十 (2)s, y -y+ (S)s, zz0t+ (2)s. 


由 于 s 表示 距离 , 故 筷 ，， 了 上 表示 一 条 射线 的 方向 余 驶 ， 


名 
0 2 b 2 fo 2 
因此 (名 ) +( 写 ) (各) 一 卫 即 有 
v- MT. 
(2) 设 质点 由 Po 经 过 时 间 五 和 所 所 走 的 距离 分 别 是 
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和 82， 则 有 由 = 久 ， se= 名。 于 是 所 求 的 距离 基 ss 一 ss， 即 
28 一 1 一 ez 十 更 十 把 (起 一雄) 
【全 5】 设 有 两 条 相交 直 


线 
:P= P+ttSY 
利 :P= -tN 
求 它们 的 两 条 平分 角 线 的 方 
程 . a 


解 ， 如 图 4-2, 在 石和 如 上 分 别 作 PoAdi SY 和 Po4s= Sy, 
取 414s 的 中 点 到, 则 PoM 就 是 一 条 平分 角 线 、 下 面 推 求 它 
的 方程 ， 由 于 
PR -S$ (PoAit+ Pds) -HSY+SY, 
故 PoM 的 方程 是 
P-P,-r-3 (SY SS) (— ot< 400), 


或 P= PotutSi+S) (~o%<u<t+o0). 
同 理 , 另 一 条 平分 角 线 PoM ' 的 方程 是 
P= Pru(SI—S) (~oo<y<+oo), 
如 果 个? 一 {c0g a1, cos B1, cos Yi}, 
心 一 {608 as，cos B2, CO8 Ya}, 
P= {wo0, Yo, zo}. 
则 两 条 平分 角 线 的 方程 分 别 是 
少 一 2p 十 W (cos al 七 cog os)， 
y=—yotu(cospBi+tcos Bs), 【〔 一 co<uY<< 十 co)。 
Y 二 20 十 Weos31i 士 CO08 yo) 
我 们 知道 ， 已 知 两 点 嫩 和 局， 则 可 唯一 地 确定 一 条 直 
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线 ， 下 面 推 求 它 的 方程 (图 4-8)， 了 到 ~ 户 P= 瑟 一 五, 于 
是 (3) 就 可 以 写作 
P= P+i(P,— PP) 
(— oto00)., (6) 
(6) 叫做 向 量 形式 的 直线 方程 的 
两 点 式 . 下 面 将 它 化 成 坐标 形 
式 ， 工 图 4 
设 Pi(zt ys 21) 和 Pa ta, ya, 290), WW Pa — P= {ra— 21, 
Ya 一 Y1， 22 一 #4}, 和 将 (68) 用 华 标 形式 表示 , 就 是 
2— Tttra— to), Y=Ytilya Yi), = 二 $2 一) 
(~—~o0<t<+o0)., 


消去 所 得 到 
落 一 化 1 4 一 ?1 Z 一 灿 (7) 


3 一 1 Yay Za—¢1" 

(7) 称 为 坐标 形式 的 直线 方程 的 两 点 式 . 

将 上 面 的 结果 合并 , 得 

定理 2 由 两 点 aikoea， Yi 21) 和 Pelza,， Ya，%2) 所 定 的 
直线 方程 的 向 量 形 式 是 (6), 坐标 形式 是 (7). 

【 例 6】 已 知 三 角形 的 三 顶点 是 已 or yr, sr (7 一 1 2， 
3)。 求 三 条 中 线 的 方程 . 

解 ， 设 了 PP， PsPi，PiPs 的 中 点 分 别 是 Mi, Ma，M，, 
则 


M3 (P+ Ps) 


(2 十 人 8)， 0 Vs) ， 入 te) 


有 
WSI 


,= i 1 ， (ys ty), 于 Ga 上 ao 
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LC 


利用 (6) 得 中 线 yi 的 方程 是 


已 = Prs(PtP,-2P,) 
到 一天 十 记 下 十 天 一 2 有 0) 《一 ceo<&<< 十 co) 


《一 ce<t 妈 十 co 


或 


化 成 坐标 形式 ,网 得 
TI 
3 十 2 一 234 yatya—2Y Zat2e— 2z" 
司 理 可 以 推 求 其 它 两 条 中 线 PaoMs 和 PsMs 的 方程 
并 例 7]】 求 三 个 不 同 的 点 Pr(Gz yr fr) 《rf ==1，2, 3) 共 线 的 充 要 
条 件 . 
解 ， 所 求 的 充 要 条 件 就 是 Ps 变 落 在 i、 了 P 所 作成 的 直线 上 ,也 就 
是 忆 ; 适合 方程 (7)， 故 有 
Ta TT Ma Sa st 
Et guy— HI 


TI YI 


如 令 其 公 比 为 则 有 
a= X11 ti) tr, ya yt, g4— A 2 
一 让 , 则 上 面 诸 式 化 成 


再 令 1 一 t= 一 地! 
mz + mrs t+ Mar 0 
mt my i maysa™ 0 
M21 十 ?79939 十 T9323 二 0 


Tm 二 7 二 ma 一 0, 


这 个 以 mi、 ?2、 ra 为 未 知 量 的 三 元 齐 次 方程 组 有 非 零 解 的 充 要 条 件 是 


TYT Yi 41 
站 =| Tz Ya 
Ty Ya 


如 果 和 矩阵 的 秩 是 I， 由 牙 中 所 有 二 阶 行 


矩阵 


的 秩 小 于 3( 见 附录 第 三 节 )， 
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列 式 部 是 过 ， 因 此 阐 一 加 一 知 ， 殷 一 扫 一 坊 ， 手 一 加 一 32 也 就 是 Pr, PP 
五 ; 三 点 重合 ， 这 不 可 能 、 故 所 求 的 充 垩 条件 是 抢 阵 性 的 秩 应 为 纪 


1: 它 直线 方程 的 普遍 式 和 投射 式 
由 第 王 章 第 五 节 癌 知 ; 两 乎 面 
wo ote 0 atto0 (r=1, 2) 
在 7 x 7 了 时 必 覆 交 成 一 直线 ， 这 里 91-= {0，br，cer} 
(r= 1,，2)。 我 们 将 
人 CC 十 2 二 好 了 0 2 十 绽 十 只 天 0， 


Gat TOay ca +d = 0, 和 9 -全 -不 全 相等 ， 
bp 


好 3 
(8) 
称 为 坐标 形式 的 直线 方程 的 普遍 式 ， 化 成 向 量 形 式 得 
ip eg ms 0. | (9) 
ma: PHds 0. \HIm x ms #0. 


下 面 来 看 如 何 将 (8) 化 成 对 称 式 。 设 直线 (8) 的 方向 数 是 
1 mn。 又 这 两 个 平面 的 法 线 的 方向 数 分 别 是 ca，2，cx 和 
as，5s, 6s， 但 这 两 条 法 线 都 与 直线 (8) 垂直 , 故 得 

totmb inn=0; lat+mbst+nes 0. 
解 之 , 得 
tim:n= bics — bocs: tt — Cet: 010s ~— toD14., 

由 于 zz Xi3 关 0， 故 

(Bacs 一 Da2ca) + (0109 — 0s01) ?+ {eriba ~— db1) #0, (x*) 
再 在 直线 (3) 上 人行 取 一 点 Polwo， yr， zo) (通常 取 直 级 (8) 与 某 
一 个 坐标 轴 或 坐标 面 的 交点 》。 这 样 即 可 将 (8) 化 成 对 称 式 


的 10 
aca 一 6iz eta 一 Ca Wb ab 9 


注意 ”因为 直线 上 的 一 点 Po 可 以 任意 取 ， 故 化 普遍 式 
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为 对 称 式 , 可 得 多 种 解答 . 
【 例 8】 化 直线 的 普遍 式 
42 二 4 一 5 一 12，8z 土 12y 一 13x 一 32 
成 对 称 式 ， 

解 ， 设 此 直线 的 方向 数 是 1 m, n， 则 

4+4m—5n=0,， 8+12m—13n=0. 
解 之 , 得 lim:n=2:8:4. 

今 求 已 知 直 线 与 z=0 的 交点 .。 在 已 知 方程 中 , 令 z=0, 
则 得 42 十 4y 一 12, 8z 十 12y 一 32， 解 此 两 方程 得 ==1, y==2, 
故 所 求 的 对 称 式 是 

X—1 VY—2 7Y 


2 8 4° 
如 果 直 线 (8) 与 三 个 坐标 面 都 不 垂直 时 , 则 由 第 三 章 第 七 
节 例 2 知 ; 可 分 别 推 求 (8) 在 三 坐标 面 上 的 投射 平面 为 ; 


(caps 一 wab1) yO (cias — Ca01)2+ Eida — oadi =—0, 


(gi1bs Tr gab1) 2 二 (caas 一 CoCd)》 六 入 0; (A) 
(Pics = boc1) Sr (wg1ba Ge aab1) 妈 十 bids Dads mm 0, 
(B162 — bac1) ?+ (G1Db2— 0201) ?0; (B) 


(0102— 6301) Tt — bis — B201)Y + 60102 — Cad1 = 0, 
《03453 一 C2021) ?十 (bi1ca 一 02a01)? 去 0， 
根据 直线 (8) 的 不 同位 署 可 分 三 种 情况 如 下 ; 
二， 当 直 线 (8) 与 zy 面 不 平行 ( 见 图 4-4)， 则 (8) 不 能 与 
yz 面 各 zz 面 垂 走 ， 因 此 (A) 与 (B) 必 成 立 ， 且 (8) 可 用 (入 ) 及 
(B) 的 交 线 来 表示 . 由 于 (8) 与 zy 面 示 平行 , 则 aba — Qa01#*0, 
故 {B) 及 (A) 可 以 写作 
w=0¢+p; Y= Brg. (11) 
2. 当 直 线 (8) 与 wy 面 平 行 ,但 与 y 轴 不 平行 ( 见 图 4-5)， 
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《9) 


图 44 图 45 


则 (B) 及 (C) 必 成 立 ,. 且 (8) 可 用 (B) 及 (O) 的 交 线 来 表示 ， 由 

于 (8) 与 zy 面 平 行 ， 则 gx5s 一 gzb1 一 0， 且 (8) 与 y 轴 不 平行 ， 

则 bi62 一 001 天 0， 故 (0) 及 (B) 
可 以 写作 

y=ar+% 2 一 和， (12) 

3， 当 直线 (8) 与 y 轴 平 行 

( 见 图 4-6), 则 (A&) 及 (0) 必 成 

立 ， 且 (8) 可 用 (A) 及 (0) 的 

交 线 来 表示 . 由 于 (8) 与 y 轴 


平行 , 则 Qi64 一 Qa01 一 0,，Bxcs 一 i 

zaci 一 0，6193 一 Cag1 关 浊 故 (0) 及 (A) 可 以 写作 

wp; 2 (18) 
总 括 起 米 , 有 


定理 3 设 直线 与 wy 面相 交 ; 或 与 my 面 平 行 ,但 与 y 轩 
不 平行 ; 或 与 9 轴 平 行 , 则 它们 的 方程 可 分 别 写成 (11) 或 (12) 
或 \18) 

定义 方程 (11)，(12) 和 (1 人 叫做 直线 方程 的 投射 式 ， 

【 例 9】 化 投射 式 (11) 为 对 称 式 . 


解 : 由 (1 了 0) 的 第 一 式 和 第 二 式 , 分 别 得 


TD _. YE 
和 


=D YG 
合并 即 得 js - 


此 直线 的 一 组 方向 数 为 a,，B, 1. 


于" 号 四 条 件 确定 一 空间 直线 


在 平面 解析 几何 里 , 我 们 知道 ; 两 个 条 件 确定 一 条 直线 
az 十 DY 十 6 一 0， ot #0. 
在 空间 里 , 三 个 条 件 确定 一 个 平面 
wt+oy+cest+d=0, +0 + 0, 

而 空间 直线 需要 几 个 条 件 才能 确定 呢 ? 注意 ， 在 直线 方程 的 
对 称 式 中 , 含有 1 mm rw 和 wo， yo， go 六 个 参数 , 普遍 式 中 则 食 
有 ai pc 友和 4a，Bs， C3， da 八 个 参数 ， 且 它们 都 是 不 独 
立 的 . 而 在 任意 位 置 的 直线 的 投射 式 (11) 里 , 仅 含 有 四 个 儿 
立 参数 w，B, p, 9， 从 而 , 我 们 得 到 一 个 重要 结论 ， 四 条 件 确 
定 一 空间 直线 . 


习 题 4:1 


1. 求 过 两 定点 C1，~2, 1) 和 (3, 1， 一 1) 的 直线 方程 。 并 求 这 直线 的 
:方向 向 是 . 

2、 一 直线 过 点 (1, 1,1) 且 与 一 个 向 晤 平行 , 又 此 向 量 的 方向 角 是 60”， 
45>, 120"， 求 这 条 直线 的 方程 . 

3. 已 知 点 Polxo, yo, so)， 求 过 Po 与 原点 的 直线 方程 , 并 求 过 Po 上 且 
与 各 坐标 轴 平 行 的 直线 方程 

4、 求 过 点 (1,1,1)， 且 平行 于 : (1) 向 量 S 一 信 ,3,3}; (2) 直 线 条 一 各 
= 工 ; (3)z 轴 ; (多 直线 2 一 1 二 1 9 一 十 j 2 一 绪 寺 的 直线 方程 


-一 下 T 一 


5， 化 直线 的 普遍 式 


2z 二 39 一 = 一 4 一 0 疼 十 24 一 2 一 6 一 0 
3r— 5 十 2z 十 [一 0 23 一 yy 十 5 十 工 一 0 
成 参数 式 ， 


6， 求证 过 空间 两 点 Pi 和 Py 的 直线 方程 可 以 写作 
(DP— PO) Xx (P™ P) =0; 
或 (2})(Py 一 了 i) XP= 有 4， 这 里 4:P=0, 
7 了 7、 已 知 四 点 Pl Pr， Py, Pr, 其 中 无 三 点 共 线 ， 
(1) 求 家 线 PiP, 与 PyPs 的 方程 的 两 点 式 ; 
(2) 求 直线 PiPs 与 PoPi 平行 的 充 要 条 件 ; 
《3) 求 直线 PiPs 与 Psy 垂 间 的 充 要 条 件 ， 
8. 动 点 Ptz 包办 以 定点 Pol3, 一 1 一 5) 为 起 点 , 沿 向 量 SS 一 T 一 儿 
5，31 的 方向 , 以 速度 t=21 作 直 线 等 速 运动 , 求 它 的 运动 方程 。 
9. 已 知 动 点 P(xz,，y, 23) 作 直 线 等 速 运动 。 在 妇 =0 到 思 =4 的 时 间 
内 ,从 点 Pi 一 7，13，5) 到 点 Pa(9,， 一 和 一 3)， 求 它 的 运动 方程 。 
10. 试 定 wa, B, p, 9， 使 (11) 过 (1 1, 站 及 (2, 2，1) 两 点 . 
11， 化 直线 方程 的 对 称 式 ( 加 (假定 六 0 成 投射 式 ( 人 LL)， 


12. 求 二 直线 ee ep 
(ge 4 


y 一 有 xs 十 9 y=B's+q’ 
垂直 的 充 要 条 件 . 
*13. 求 直 线 (4) 与 三 个 坐标 面 的 交点 .这 里 ?zz 大 0. 
[提示 ， 令 5=0, y 一 0, 5 一 0 分 别 确定 上 信 .] 
*14. 用 本 节 方 法 求 点 Cx1, 执 ，21) 分 别 关 于 厌 点 积 点 (Co 2 人 的 对 称 点 
的 坐标 ， 
[提示 ， 利 下 坐标 轴 的 平移 .3 


第 二 节 ”直线 与 平面 的 关系 


它 *:1 直线 与 平面 的 相关 位 置 
设 有 直线 


一 也?17 一 


P= P+iS (A) 
3 m.: Prd=0. (B) 
下 面 就 它们 的 交点 个 数 来 讨论 它们 的 相关 位 置 。 求 交点 谣 是 
求 同 时 适合 (A) 和 (CB) 的 位 置 向 量 、 再 此 应当 把 到 作为 未 知 
疝 量 来 解 向 量 方程 . 如 果 能 够 求 出 和 了 号 相 对 应 的 参数 1 的 
秆 就 可 决定 未 知 铝 量 了 。 为 此 将 (A4) 中 前 卫 代 入 (B), 得 
m: (P+iS) +d=0, 


或 写作 
下 (mm: St+m.: P+d=0. CC) 


现 就 方程 (C) 的 系数 , 按 各 种 情况 讨论 如 下 ， 

1. 如果 珈 : 司 关 0, 则 适合 (C0) 的 + 有 一 个 确定 的 值 
i (D) 
在 这 种 情况 下 , 直线 和 平面 相交 于 一 点 ， 将 (D) 代 入 (A)， 即 
得 交点 的 位 置 向 量 为 请 一 他 -4 5. 


2. 如 果 现 :S=0, 但 mw:' 忆 +d0, 则 适合 (0) 的 二 不 在 
在 , 在 这 种 情况 下 , 直线 和 平面 无 交点 , 因此 直线 和 平面 平行 ， 
而 且 直 线 在 乎 而 的 外 部 , 

3、 如 果 霓 : 总 一 0, 且 坟 :到 二 了 =0, 则 适合 (0) 的 1 值 有 
无 数 个 , 在 这 种 情况 下 , 直线 和 平面 有 无 数 个 交点 , 因此 直线 
落 在 平面 内 ， 

以 上 三 种 情况 , 反 过 来 也 成 立 ， 从 而 有 

定理 1 直线 天- 有 Po 二 SI 与 平面 ?RPi+d=0 的 相关 位 
置 有 三 种 ，《D 相交 的 充 要 条 件 是 级, 咏 关 0， 且 交点 的 位 置 


向 量 是 轧 一 下 人 -2 S，(2) 平 行 的 充 要 条 件 是 mm.S= 0， 
m- P+d 姑 0; (3) 直 线 落 在 平面 内 的 充 要 条 件 是 


一 人 12 一 


了 一 


1 "总 一 0， m:P-+-a=0. 
化 成 坐标 形式 , 则 有 
定理 2 直线 他 一 2 2 


wt oy+czt+a=0 
Dy 


的 相关 位 置 有 三 种 
(1) 相交 的 充 要 条 件 是 
、 双 大 3 二 二 0 
且 交 点 是 


(> 有 avo+ byot cxotd wo 一 czo 十 Duo 十 czo 十 @ 
好 十 0 和 十 co 人 


C20 十 Btz10 十 Czo 十 名 
一 一 一 
wt 二 bm 十 


(2) 平行 的 充 要 条 人 性 是 
FL 十 人 二 0 ot hyot ctax0; 
(8) 嘉 线 落 在 来 而 内 的 充 要 条 件 是 
地 十 270 二 (2 一 0，c20 十 Ba 上 cx 十 CO0 
【 例 1 讨论 直线 
2 一 ac 二 pg 一 BeT9 (4) 


20 一 


和 平面 
ar+ by+ost+ad=0 (B) 
的 相关 位 置 ， 
解 ， 将 (4) 代入 (B), 整理 后 , 得 
(ca 十 5G 二 oz 十 ap 十 350 十 5 一 0. 
(1D) 如 果 aa+8B+cx0, 则 (A) 与 (B) 相交 ， 且 交点 是 


(~ So) tp A(t) + 
apt+og+d 
2 
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(2) 如 果 ea+58To=-0，apT5r 十 Cd0， 则 (和 ) 与 (了 B) 
平行 . 
(3) 如 果 ea+26+e=D cp+ 加 ed=0 则 (A) 落 在 
(B8) 内 . 
【人 鲁 3】 求 直 线 P= 请 +iC 和平 而 P=Pi+uA+vB 
相交 的 充 要 条 件 , 且 求 交点 的 位 置 向 量 ， 
解 : 将 直线 方程 中 的 本 代入 平面 方程 ,得 
+tC= P+uAtvB. 
如 果 A 一 {as, a, as}, B- {81, bo, Ba}, C= {cr co Ce}, 
Po= {zo, yo, 20}, P= {5 Ye ， 上 上 式 就 化 成 坐标 形式 . 
A + bv ~ C1 = ro -~ Ts 
| 一 0 和 一 yo 一 2 
Gs Bay — Cat = Zo ~— Ys, 
这 是 以 包 wv, 二 为 未 知 数 的 三 元 一 次 方程 组 , 当 系数 行 列 式 
QC Or 一 入 


Qa ba —03 
aa bs 一 Cs 
于 是 所 求 的 充 要 条 件 是 (4,， 吾 ，C) 0 下面 来 求 方程 组 的 
解 
To 一 4 bi Ci 
Yo-Ys Va 一 Ca 
ao 
br 一 全 4， 石 , 
Ws Da 09 
. ca ba 一 Cs 
同 理 可 求 


a Zn DC) f= Ee (有 4. B. P,—P.) 
《4， B, C) ” (4, B, C) 


将 上 的 值 代入 了 应 凸 纪 , 即 得 交点 的 位 置 向 基 为 
p,_ (bo- 2 C 


了 .2 直线 与 平面 的 交角 

当 直 线 与 半山 相交 时 ， 我 们 来 计 论 它们 的 一 个 度量 关 
系 一 一 交角 . 

定义 直线 与 平面 的 交角 ， 是 指 直 线 与 它 在 这 平面 上 的 
射影 所 夹 的 锐角 . 

设 直 线 呈 = 所 十 二 和 平面 x m+ P+d-0 交 于 A4( 见 
图 4-7(a) 和 ())， 又 1 在 w 上 的 射影 是 m, 于 是 1 和 汉 的 交 
角 6, 就 是 2 与 x 的 交角 ,又 织 与 驴 的 交角 是 四 则 中 与 9 的 
关系 有 两 种 可 能 , 即 


加 4-7 


由 十 9 一 豆 或 “ 士 6 一 号 一 内 
于 是 sin( 土 人 ) -sin (到 一 -$), 即 sin9~ 土 cos$， 但 9 为 锐 
角 ， 故 有 aing= licos 中 | 或 sin8= icos 丰 | = Tr. 如 果 
六 = { 7, 3 = {4 65, d}, 则 上 式 北 成 
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[el 十 8 十 om] 


0 TT Mm 


归纳 起 来 , 就 有 
定理 3 设 直 线 -号 +St 与 平面 催 'P+d 一 0 的 交角 
是 2 则 


9 与 ，， 
si 如 一 TS (1) 
化 成 坐标 形式 , 则 有 
定理 4 设 直线 22 ~- 和 如 一 与 平面 4 十 加 


十 cz 二 ad=0 的 交角 是 8， 则 


[al+ bm+t onl 2 
WC Ma Etm Fn | 2) 
【 例 3] 先 证 直线 元 = 盆地 和 平面 & 十 4 十 2 一 (CC 士 6 


十 c 关 0) 相交, 再 求 它们 的 交 眠 和 交角 . 
解 ， 将 直线 方程 化 成 参数 式 : 
2 一 Qt Y= Ot, 4= Ct. 
代入 平面 方程 中 ,得 (a-+ b+0)t=1， 由 于 -5 十 6 天 0， 放 得 
i 一 (a5 十 0) -1 因此 直线 与 平面 相交 , 且 交 点 是 
(al(@+b+o!, OK 十 十 », cf 十 0 十 00 一) 。 
又 由 公式 (2), 得 
lg+28+e! 


sin 中 一 一 一 一 一 
TO 


故 所 求 交 角 是 


- [ge 十 De| 
电工 中 SN C—O 
/8g 二 0 二 cy) 


一 全 {6 一 


*11., 


$12. 


. 求 直线 | 


. 求 直线 | 
en UC 


习 题 人 .全 


人 一 和 一 


“ 先 证 直线 2 了 ~ 2 一， 与 平 而 ?49 二 2 相交， 再 来 


1 
P13, 和 ,5) 到 交点 的 距离 . 


， 如 果 直 线 了 二 个 一 站 弗 4 一 4 和 平面 x 十 by+cz+4 一 0 相 


Cos 区 Cos 后 cosy 
交 . 求 交 点 与 Po(X0, tjo， 20) 的 距离 , 但 axo 十 byo 十 cz0 十 4 下 0. 
过 点 Pw ， Yr， 2#) 作 与 定 直线 人 平行 


的 直线 , 它 与 平面 ax +by+cs+a= 0 的 交 上 是 来. 的 距离 ， 
但 十 bmn 大 0. 
了 一 QZ 十 妨 本 
ee 在 平面 0+ 旭 +ort4=0 内 的 完 要 条 件 
T+2y—z—6=—0 


232z 一 4 十 2 十 工 一 0 和 平面 zy- 上 3 一 8 的 交点 及 交角 。 


‘一 成 卫 届 作 直线 运动 开始 运动 时 ,此 点 的 位 置 为 Po， 间 


何 时 此 点 能 与 平面 m2*P+4 一 0 相交 ? 这 里 fr:w 直 0. 


. 求 半 面 m*P+4 一 0 与 二 举 标 面 及 三 坐标 轴 的 交角 ， 
， 求 直线 P= 一 P+ 雹 与 三 坐标 面 及 三 坐标 轴 的 交角 . 
10. 


如 果 以 两 直线 -Cosa 一 (i 一 1, 2) 与 平面 ar+ by 


COS at CosB: cos 
十 03 十 有 一 0 的 两 交点 为 底 ， 以 (ro, yo, 20) 为 项 , 作成 一 等 腰 三 角 
形 , 则 
GKeosod 一 Go8eao FOCCOs A — 00582) 十 cfcos yi — 00872) =0. 
[提示 利 帮 等 采 三 角形 证 明 交 和 角 相 等 . ] 
设 卫 为 不 在 坐标 而 上 的 -- 点 ， 且 PM, PN 是 由 卫 到 zz, wy 面 的 
两 条 恒 线 ， 其 中 性 ,NN 是 重 足 ， 又 设 OP 与 平面 OMN 及 三 个 从 
标 加 的 交角 是 90, a,，B， ?7。 求证 

CS029 一 CSG2cx + eso?B + eso2 yy, 


在 例 2 中 ,将 ww, 2 代入 平面 方程 中 , 推 求 交 点 的 位 置 向 量 ， 
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第 三 节 ”空间 两 直线 的 关系 
3'1 两 直线 的 相关 位 置 
在 立体 九 何 里 , 空间 两 直线 的 相关 位 置 有 下 面 儿 种 情况 ， 


[rm 

共 面 4 平行 直线 

重合 直线 

不 共 面 一 ~ 异 面 直线 { 偏 入 直线 ) 
下 面 利用 向 量 来 研究 两 直线 的 位 置 关系 ， 设 

t:. P= PtiS, KK ls P= P+ritS, 

江 作 疝 早 PsP 如 果 仿 1， 咏 s， PR 

不 共 面 , 则 lb 是 异 面 直线 ， 如 果 

仿 ，SS,，PoPi 共 面 , 则 了 瑟 与 1 也 以 

共 面 . 同时 在 后 一 种 情况 下 , 如果 

SS: 和 与 :不 闪 线 ， 则 有 和 不平 

行 , 也 就 是 在 同一 平面 内 祖 交 ， 如 

Si 和 号 共 线 , 用 P2P, 不 与 它们 共 

线 ， 则 下 和 la 平行 。 当 Si, S,, 及 图 ba 

BP, 共 线 时 ， 则 五 与 妨 重合 。 以 上 情况 , 反 过 来 也 都 成 立 . 

于 是 有 


| 


定理 1 两 直线 
h: P= B+iS (1) 
及 
b>: P=- P+iSs (2) 
异 面 的 充 要 条 件 是 
(Pi—b,, S, 8,) 关 0. (3) 


定理 24 两 直线 玉 及 a 共 面 的 充 要 条 件 是 ; 
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CD, Ee 2 S,, S,) 0. (4) 
定理 8 两 家 线 匀 及 习 相交 的 充 要 条 件 是 . 


(Pb, S,, 8) —0, Sx SAO. (5) 
定理 4 丙 直 线 及 及 平行 的 充 要 条 件 是 : 

Si xB,=0, (BB—)xSi*d. (6) 
定理 5 两 真 线 九 及 三 重合 的 充 要 条 件 基 

S,xS,=0, (PP xS,-0. (7) 


为 了 某 些 应 用 上 的 方便 ， 仿 照 第 王 章 第 五 节 关 于 两 平面 


的 位 置 关 系 的 讨论 , 先 将 方程 也 及 (2 化 成 坐标 形式 , 然后 利 
用 和 矩阵 的 秩 来 讨论 方程 解 的 个 数 . 


设 P= {i Ya1， 21}, 本 一 人 Wi a}, 
S11 = {hh, My mn} 0, Ss = {l, Ty, na} 关上， 


则 一 本 = {ci 一 Zz， 人 一 加 31 一 的， 且 设 两 矩阵 


tb VY, a 
0O=| mu, ma| 及 A=| my ma, Yi1— Ya 
I, 3 Ma 


的 秩 分 别 是 Rc 及 已 4、 于 是 


Xi 一 Ya Yi VY 2 一 ba 
《和 一 P,, Si, S,) = 五 M1 Hi |; 
ts me 人 
人 
与] > 4 全 .。 = 六 111 921 了 
Tg 2722 
i 了 k 
(PP x N=- 8 一 和 a 人 一 oa L121, 
{1 27?1 321 


一 人 18 一 


的 2 


故 得 SS xSs=0 的 充 枫 条 件 是 [六 


[u TR 


| tl 
| 1 0, 


2 
323 | to ts | 


。 =0， 凤 Ro 为 I， Si1XSo 关 0 的 充 要 条 件 是 Ro=2， 
2 Wa 


这 基因 为 0 中 三 个 二 阶 行列 式 至 少 有 一 个 不 是 零 。 又 
CP—P,, S,, So) :=0, Six SA0 
的 充 要 条 件 是 有 R42，Ro=2.、， 这 是 因为 及 一 It 时 ， 必 有 
1， 这 不 可 能 .SxS, 一 0，( 户 一 了 瑟 ) x 风 关 人 0 的 充 要 条 
件 是 Re=1,， Ras: 2, 有 目 SxSs=0,， {PP 一 PP)xS1 一 0 的 
充 要 条 件 是 Re 一 1，R4 一 1. 


从 而 有 
定理 6 两 直线 
交 一 汇 1 2 yf ~— Yi Re Z 一 2 _. 
人 ME ni 如 (8) 
和 
化 一 Za YY2 So . 
ls Lg ne ta (9) 


不 共 面 的 充 要 条 件 是 R43. 
定理 7 两 直线 (8) 及 (9) 共 面 的 充 要 条 件 是 R4=2. 
定理 8 两 直线 (8) 及 (9) 相 交 的 充 要 条 件 是 Re 二 R4=2. 
定理 9 两 直线 《8) 及 (9) 平行 的 充 要 条 件 是 Re=1， 

Ra=2. 
定理 10 两 直线 (8) 及 (9) 重 合 的 充 要 条 件 是 BR4 = 
注意 ” 若 从 代数 角度 就 方程 人 8) 及 (9) 的 系数 来 研究 它们 

的 相关 位 置 , 这 就 转译 讨论 它们 公共 点 的 个 数 问题 ， 由 (8) 及 

(有 可 知 , 讨论 公共 点 的 个 数 即 讨论 方程 组 

cit hb tat ots, Yi mtd = Ya Mato, 
Ri Rd = a Nts 
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计 


hti— lata-F ri1— 22—= 0, 
miti— mata+y1— Ys=0, C1U) 
Pt 二 +ratat zi 22 =0 

中 所 及 如 的 解 的 个 数 问题 

IT. 当 Bo 一 瑟 : 一 2 时, 则 (10) 有 了 唯一 的 解 , 即 仅 有 一 个 公 
共 点 , 故 两 直线 相交 , 反 过 来 也 成 立 , 此 即 定理 8. 

2. 当 及 一 1], 这 时 Bo=TI ， 则 Mi0) 具 有 含 一 个 参数 的 无 
穷 多 解 , 故 两 直线 重合 , 反 过 来 也 成 立 , 此 即 定理 10. 

3. 当 及 =3, 这 时 Rc 一 2( 否 则 总 c 一 二 于 大 征 阵 C 中 所 
有 二 阶 行列 式 都 是 零 ， 而 4 的 行列 式 依 第 三 纵 列 展开 也 必 是 
等 , 故 44 的 秩 不 能 是 3， 迪 时 《10) 无 解 )， 由 于 Re=2, 中 
三 个 二 阶 行列 式 至 少 有 一 个 不 是 零 , 故 两 直线 不 共 面 , 反 过 来 
也 成 立 , 此 即 定理 6. 

4. 当 B22 且 Rc=1, 此 时 (10) 无 解 , 且 0O 中 所 有 二 阶 
行列 式 都 是 零 ， 从 而 知 两 直线 平行 ， 反 过 来 也 成 立 ， 此 即 定 
理 9. 

【 例 14】 判定 两 直线 


= 
hs te 
A" -二 
的 相关 位 置 ， 
1 8 1 8 一 3 
解 ，O=| 一 2 -| 4 二 和 4| 
3 9 3 9 -6 


由 于 及 和 4 中 的 二 阶 行列 式 都 是 堆 ， 故 Ro 一 Rs=1 这 两 直 
线 必 相 重合 


一 全 芝 1 一 


当 两 条 直线 (1) 及 (3) 相交 时 , 我 们 推 求 所 定 平 面 的 方程 . 
在 所 求 平面 上 取 与 Pi 及 已 不 同 的 任意 点 P， 于 是 五 - 瑟 、 
gx 和 已 : 必 共 面 ， 即 
(P-P,, S,, S,) = 0. (11) 
此 即 所 求 平 面 的 方程 ， 化 成 坐标 式 , 即 得 
人 YW 人 一 拉 一 好 


[A PD ?14 


= 一 0. (12) 
fa IT723 Vtg | 
放 凤 (8) 和 (9) 二 直线 相交 时 所 在 平面 的 方程 ， 于 是 有 

定理 11 两 直线 (了 和 (2) 如 相交 ， 则 所 定 的 平面 方程 是 
(1D); 两 直线 (8) 和 (9) 如 相交 , 则 所 定 的 平面 方程 是 (12)， 

当 两 直线 (1) 及 (2) 平行 时 ,我 们 推 求 所 定 平面 的 方程 , 在 
所 求 平面 上 取 与 Pi 及 Ps 不 同 的 任意 点 书 ， 于 是 P-- 记 、 
2 一 天 和 和 Sz 必 共 面 ， 即 

(P-—P,, BP-P,, S)=0. (13) 

此 即 所 求 平面 的 方程 ， 化 成 坐标 式 , 即 得 
WH YY 2%—g 
Ya 一 Zi Ya—Yy1 a21|=0, (14) 
A 1 1 
此 即 (8) 和 (9) 二 直线 平行 时 所 在 平面 的 方程 ， 于 是 有 

定理 翅 两 直线 (1) 和 (2) 如 平行 则 所 定 的 平面 方程 是 
(13); 两 直线 (8) 和 (9) 如 平行 , 则 所 定 的 平面 方程 是 (14). 

【 例 2】 先 证 两 直线 


4 一 和 _Y 十 8 2—6 

一 也 2 一 名 

yl ?+i 
和 1 一 年 3 


相交 , 再 求 交 点 、 交 角 及 所 定 平 面 的 方程 ， 
【证 及 解 ] 


1 一 2 1 4 
o| 2 一 4 | | 2 4 —4 | 
一 入 3 一 8 8 6 


在 4 的 行列 式 中 第 一 列 和 第 三 列 成 比例 , 故 其 值 是 零 , 又 器 
的 三 个 二 阶 行列 式 都 不 是 零 ， 故 Re 一 R4a-2， 因 此 两 直线 
相交 . 
为 了 求 交 点 , 先 将 已 如 两 条 直线 化 成 参数 式 
vw 一 4 一 2t1, Y= 一 3 十 2 z=65— 8f1; 
v= fy, Vi~4dis, 2= -1+3t, 
(在 交点 处 每 条 直线 所 对 应 的 参数 值 一 般 是 不 同 的 )、 故 有 
4—2t=t, —3+2t~1--4is, -83h=—1+3t,. 
由 于 两 直线 相交 ， 这 三 个 二 元 一 次 方程 必 有 公 解 ， 解 之 ， 得 
二 二 2, ta—0, 故 得 交点 《0， 二 一 工 ) . 
设 交 角 是 2 则 有 
人 (一 2) x1i+2x( 一 科 十 (一 x8 
Vt 3) (1) 4)" (3) 
19 


2 


442 
于 是 两 直线 所 交 的 锐角 是 arc cos 2 /4 
由 (12) 可 得 ; 两 直线 所 定 的 平面 方程 是 


Zw-4 yi43 -6 
人 
六 


展开 得 2x 一 y 一 2z 一 1= 0. 
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*[ 例 3] 已 知 两 直线 
Tt YG _ saQ—o 
7 


和 2 Ee 2 Ea 2 ， (a 半 b, 0 天内 


《1T) 求证 它们 共 面 ; 
《3) 求 它 们 相交 的 充 要 条 件 . 当 相 交 时 , 求 所 定 平 面 的 方程 ; 
《32 求 它们 平行 的 充 要 条 件 。 当 平行 时 , 求 所 定 平 面 的 方程 
《4) 求 它们 重合 的 充 变 条 件 ， 
【证 及 解 】 Pi=~{a—d, a 4 十 中， 
Py~{b—e, b, be}, 
S1= {oH, a, GT 
Ss={B—Yy, B, B+y}, 
a—a—bi+e a—b ata—b—el 
一 总 o 4 十 
B—Y B B+7 
碍 此 行列 式 中 将 第 一 列 ` 第 三 列 分 别 减 去 第 二 列 ,得 


(1) (BC— bP, $1, $2) 一 


一 Ce a~b Aa—e 
一 人 & G 上 
二 水 B 和 
显然 此 行列 式 的 值 为 零 , 故 已 知 两 直线 共 面 . 
由 i 天 
(2) SoxSo=|a-3 au oa5|=(aey 一 686) 人 一 中 十 阳 ， 
B~Y B BY | 


由 (9) 得 ; 相交 的 充 要 条 件 是 ay 一 69 子 0, 并 由 (12) 得 , 所 定 的 平面 方程 
是 


eg y—a 2—a—@ 


: a~—6 & w+ |=0, 
| pgp-y 8B Bty 
展开 得 《ay —P5) (rz—2y+2) =0, 
即 纪 一 2 十 3 一 必 ， 
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. f EE -1 
(3) (Pi— Px SI=lad~d—b+e db gotad—b-c 
| a—6é Le 必 十 全 
一 [SCce--D) —a(td—oe) i—27+k), 
出 (68) 得 平行 的 充 变 条 件 是 Sa 一 站 一 44 一 0 天 0， 且 由 届 失 得 所 定 的 
半 面 方程 是 


| zatad yo 2—a-d | 
Nib+ie G6 dtd—0—cel=0, 
| a 一 9 a 以 十 各 
展开 每 [Ota~—b) —au Ci) rz -2y-t2) =0, 
印 £2y+ 20. 


( 纪 册 会 式 67? 得 重合 的 充 要 条 件 足 
gy—Bo~0, S40) ~a(d—e)=0, 


3.' 吕 ”点 到 直线 的 距 售 和 两 平行 直线 的 距离 


已 知 直线 1; P= 本 二 给 及 了 外 一 点 44. 现在 求 4 到 了 的 
距离 AT7( 见 图 4-9), 以 P64 
和 PoD SS 为 邻 边 的 平行 四 
边 形 的 面积 是 |Po4x PUD， 
另 一 方面 ， 这 个 平行 四 边 形 
的 面积 也 可 写作 18|x147i， 
故 得 
{Pod x PoU|- 

= |S) x |AT|, 图 和 49 
Pud x PoU 
[4ATI = 4 el 


所 以 
即 4 到 二 的 距离 


14 ProxSI 


Q: 总， (15) 
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设 = {0 go, zo0}， 及 = {a, 58, 0}, 六 一 也 m, 9} 于 


i 7 Kk 
(A—P)xS=|ia—r 一 加 C—%o 
t 7 和 
于 是 得 到 
和 ne 
人 二 [ma(g 一 2) 78 — ye)? 
/下 十 2 十 ?让 
(16) 
从 而 有 
定 现役 从 点 4 到 直线 瑟 = 瑟 + 坞 的 距离 是 (15) . 
定理 记 由 点 4fkc, po 到 直线 -一 一 一 全 
的 距离 蚌 (16). 


利 果 太 到 直 炙 的 距离 就 可 以 推出 两 平行 前 线 的 距离 ， 这 
知 两 平行 直线 
hi; P=P+iS9 利 Le: ee 
求 六 和 和 天 间 的 距离 就 是 求 Pi 到 疡 的 距 疝 。 到 肌 妈 式 (15), 
得 六 和 2z5 补 的 距离 是 


| (三) xS| 
[总 | (17) 
| 
四 人 天 


(Fi La) XS -=- C3 Yi Ya 和 一 | 
5 这 如 
于 是 让 (好 , 得 到 距离 


一 22 所 一 


/Int 1) me)] ?+ [he za) 一 0 一 人) 


i 二 [zz 一 02) 一 091 一 
FE 
(18) 
` 胡 有 
定理 14 两 平行 直线 P= 已 + 和 P= 忆 +tS 的 距 
离 是 (7) . 


定理 类 ”两 平行 直线 对 一 经 7 和 2 和 开本 wa 
4 - =- 的 中 高 是 (18) 


37? 
{ 例 4】 已 知 三 角形 的 三 顶点 是 Ai(@j, B51, 01)，As (as, 
bo, C2), 4 (Ws, Da, cs). 求 三 边 上 高 线 的 长 . 
解 : 4s4s 的 方程 是 一 43 十 (4 一 息 ;) ,于 是 
(A4,— A,) x (4 一 4a) 
二 正义 丰 s 十 本 x A Al x A,， 
代入 公式 以 四, 即 得 41 到 4sds 上 的 高 线 的 长 是 


x+4sx4 上 Xda| 
| 一生 ,| 


比 成 坐标 式 , 肝 得 

{dit+B tO At BotO)F + (As Bi Oe)k| 

| (G2 ~ Et (0a— ba)F + (00— ce) kk] 
~V(d+B+OD) + (d+ BtOn) 4 十 天 十 5 
NV (a ~—4a) "+ (02—03) 二 (ca 一 中 

C1 1 | 
U2 . 03 《3 定 iy Oi, Cs 的 代数 余子 式 ， 同 
us bs C3 | 


湿 可 求 ds 到 4s43 以 及 4s 到 414。 上 高 线 的 长 . 


这 里 4,,，B, 0; 证 
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3.S3 两 异 面 直线 的 公 垂 线 
己 知 两 异 面 直线 
i, P= P+tiS,, 有 P= P+iS;,. 
首先 证 明和 它们 垂直 且 相 交 的 直线 仅 有 一 条 .也 就 是 说 它们 


的 公 垂 线 是 唯一 存在 的 , 
《 见 图 4-10(a)). i 
先 作 向 量 号 = S: x Si 
仿 ; (图 4-10(42))、 过 六 四 
和 姑 分 间作 平面 zi 和 加 
ra, 使 它们 都 与 人 S 平 行 ， PT 
四 0b) 


则 xs 和 ma 的 交 线 平行 
于 SS， 但 这 条 交 线 分 别 . 
与 五 及 玉 共 面 ,所 以 它 图 《19 
与 五 及 玉玲 由， 且 分 别 相交 于 DD 及 Ds, 于 是 直线 DiD。 就 是 
及 2 的 公 委 线 ， 且 | DiD;| 就 规定 为 两 异 面 直 线 到 及 纪 闻 
的 距离 、 下 面 我 们 来 推 求 2、 5 的 公 垂 线 的 方程 ， 设 公 垂 线 
方程 为 
P=-Q@+iS, 
利用 两 直线 的 共 面 条 件 (4), 得 . 
(Q@—P, S, S) = 0， Wn P, S,, S) =0, 
这 就 是 说 ; 公 重 线 上 任 一 点 @ 的 位 置 向 量 要 同时 适合 
(PP S,, S$)-—0, (P-P,, S,, S)-0. (19) 
于 是 (19) 就 是 下 及 瑟 的 公 算 线 的 向 量 形式 的 普 岂 方程 . 
设 B= {wy 21}, Ps= {ra, Yo, 22}, S,— {l, Th4, 1}, 
SS = {TR a}， 仿 = 如， mr Rn}， 则 


l=mina 一 moa, mM= Nn dy R= ma Lamy. 
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于 是 (19) 化 为 


沙 一 24 Y—Y 2 一 所 
U1 TUL 721 =0, 
《 TH 和 (20) 
tT—Xa VY—Ya 2 一 2 
La Ma 1is = 
1 Pb | 
故 有 
定理 16 两 异 面 直 线 P=P+tiSi 和 P= B+tS; 的 公 
垂 线 方 程 是 419) . 

一 和 4 YY 2 一 对 于 光一 各 
定理 17 两 异 面 直线 一 一 一 ee oY 
向 的 公 恒 线 方 各 是 (20) 

2 


下 面 再 推 求 两 异 面 直线 间 的 距离 . Fs 4 10 中 ， 1PD 


PP, 在 S 上 的 射影 的 数值 ~ | 五 尼 ， -人 
pp LEB > 
化 成 坐标 形式 , 即 


故 有 
定理 18 两 异 面 直线 
P=Pt+iSsS 和 P= P,+iS, 
的 距离 是 《21) ， 
二 到 9 两 异 面 直线 


的 距离 是 C22), 
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<“[ 例 5] 已 知 两 异 面 直线 
卫 一 Pi 上 151 和 P= 十 声 ,, 
求 公 垂 线 上 两 敢 足 的 位 置 向 重 ， 
和 解 ， 在 图 4-10(Q@) 由 , 设 Di 一 忆 十 1S1， Da 一 Py 十 tS9， 现 在 来 确 
定 丰 和 所 的 元 伪 .由 于 
DoD = Di 一 Ds= (Pi Ps) +t1S1 —ta5,, 
多 Pi- B=0, Dabss=0. 
故 有 
| CPi— Po) :S11+t1Si toS1 So 一 0。 
(CPi Pa): Soi So —12S3=0., 
四 | 58 一 tpSl Ss = PiPa.S1, 
tS1- So ~ {752 = PPs. Sy. 
将 这 两 个 方程 看 作 是 以 页 及 如 为 未 知 数 的 二 元 一 次 方程 。 由 第 二 章 
第 九 节 例 3, 可 知 : 
Si S15S; 
了 
再 根据 第 二 章 第 十 一 节 公 式 (1), 得 
.i PPSs! S's: 
(S1x Sa) PB. Ss S3 


-ts ey LS x $2): (PiPs x Sy)], 


一 Si 5 一 (SS 一 (SI XSD) 


[#1 


SS; “ PiPo:S1 
S1. So Do So 


es 
?SIX Sa) 


Bar LS x Ss) (PiPs be S11. 
于 是 DD 及 Ds 即 可 确定 . 
【 例 6】 在 一 个 长 方 体 中 , 求 一 条 对 角 线 和 不 共 面 的 对 


棱 的 距离 . . 
解 : 利用 图 -8 中 的 坐标 长 方 体 OANB—OMPL. OP 
的 方程 是 入 = 了 艺 一 也 ; OM 的 方程 是 y 一 0, zc 或 年 = 和 名 


[#9 
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2 BN 方程 是 z=0, y=5 或 争 一 也 一 ~ 吉 . 先 求 对 角 线 

OP 和 对 楼 COM 间 的 距离 , 这 时 1= 0, m=6c, n= 一 b, 于 是 由 
NAR pe = 

公式 (22), 得 ee 间 的 距离 是 I 同 理 , OP 及 
了 了 人 一 » 

BN 间 的 距离 也 是 7。 同样 可 推出 ， 对 角 线 OP 与 对 


棱 4N 或 对 楼 CZ 间 的 距离 都 是 J 对 角 线 OP 与 对 


楼 BL 或 对 楼 4 间 的 蝶 离 都 是 -各 75 


~ CE 
下 面 研究 如 何 选取 一 个 适当 的 坐标 系 ， 使 两 异 面 直线 的 
方程 能 够 写成 简单 的 形式 . 这 对 很 多 问题 是 有 用 的 ， 
设 有 两 异 面 直线 4B 及 4'B， 它 们 的 公 垂 线 分 别 交 4B 
及 4'B' 于 C 及 0 设 OC 的 虫 点 是 0， 且 设 GCC=2c 
(¢>0), 
了 了, 当 48 与 4'8' 垂直 时 ， 过 0 作 y 轴 和 “加 分 别 平行 
地 4 如 和 和 4B( 见 图 4-11), 于 是 4B 及 4'B' 的 方程 就 分 别 为 
a z=C， 光 二 0 (23) 


0, y=0. (24) 


2. 当 4 与 4'B' 不 垂直 时 , 过 虽 作 直线 了 及 人知 分 别 平 


行 于 4B 及 4''( 见 图 4-12)， 于 是 CC 将 垂直 于 了 及 人 所 
定 的 平面 ， 以 mm 的 内 、 外 平分 角 组 为 = 轴 及 4 辅 ，CO 
为 z 轴 而 建立 空间 直角 坐标 系 ， 设 4B 及 4'B' 的 夹 角 是 29 
(28# 吾 与 r), 于 是 和 0z 及 mm、0z 所 定 的 平面 方程 分 别 是 
yz 馅 9 及 ys 霹 9， 又 过 0 及 0' 与 oy 面 平行 的 平面 方 
程 分 别 是 z=-c。 及 zs 一 c， 故 4B 及 4'B' 的 方程 分 别 为 

y 一 少 * 蚀 轿 ， 5 一 (9 关节 ;三 25) 


i 
y=—2:tg ,z= -oc (9* 了 所， 3)- ”  .{26) - 
““ {人 鲍 7] 求证 与 两 条 异 而 直线 都 相交 的 直线 必 不 平行 
【证 】 二 设 两 条 异 面 直线 垂直 , 则 它们 的 方程 可 以 每 作 
.4B z=¢, z=0 及 4 有 :2 一 一 0 y=0.. 
在 4 互 上 取 两 点 Pi(0，X， ao (i 一 1，2); 在 4B' 上 取 两 点 
Qi 0， 一 0) (=4，2)， 于 是 PQ: 的 方向 数 是 一 p44, 和，26， 
如 果 PQ 与 PsQ2 平行 ， 则 二 人 一 -和 一 -5 ， 即 MX 
2 . Ha 2 C 
三 二 Ho 这 不 可 能 故 PiQ: 与 PsQ: 必 不 平行 
2. 设 两 条 异 面 直 线 不 季 直 , 则 它们 的 方程 可 以 写作 
AB. y=mz, z=6 及 A'B', y= ~me, 2=—¢C. 
在 AB 上 取 两 点 Pi(%, mh, 0) (i=1，2); :在 4'B' 上 取 两 点 
@ 一 mw 一 0 一 1，2)， 于 是 PBR; 的 方 呵 数 是 和 一 jp 
mA 十 上 ，2c。 如 果 Pi 与 PsaQ@s 平行 ， 则 
和 1 一 rd (二 .2c 


和 az 一 Ha mm (Mat p62) oe? 
即 Ai— Li=Ag— M2 A 二 i= Nz La, 


[rE 这 也 不 可 能 ， 因此 PQi 与 PQ 不 平行 ，]】 
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习 题 4.3 


- 塑 定 下 列 两 直线 的 相关 位 置 

(1) z=--4+t, y=3—2t, 2 一 2 二 3t， 
= —3+2t, y=1—4t, z=5+6t, 

tt 


1 0 0 
了 工 十 上 _Y-1_*+8 
3 6 
定居 ,二 两 直线 


了 一 cd 十 ?加 Y=B1+mt, ay1 thnt; 
X=ag+it, y= Ba+kt, sat 
“平行 , 县 求 所 定 的 平面 方程 

. 密 已 使 两 直线 


ZX 一 y+4 2--3 z+3 2 一 9 2+14 


人 
相交 , 卢 求 交点 和 所 定 的 平面 方程 。 
TAD 8 一 B13 十 91 和 2 一 aa 十 pa， 2 一 Boz 十 92 
共 面 的 充 要 条 件 。 
。 先 证 两 直线 
0 Yb el Lg -2 一 es 
ta bo Ca Al bi ol 


相交 , 再 求 它们 的 交点 及 所 定 平面 的 方程 . 
， 设 两 直线 = 户 十 151 及 P 一 Ps 十 1S, 共 面 ， 求 证 两 直线 P= P+ 
tS ,P= 二 P+tS; 也 共 面 . | 

， 求 从 冉 点 到 直线 P= Po-t1S? 的 距离 和 垂 足 的 位 置 向 量 , 


， 求 两 直线 人 和 dz 十 寺中 二 0, qx 
PY 仙 
十 by 十 c2# 十 Qo 二 0 相交 的 充 要 条 任 ， 


.求证 两 直线 一 一 人 ,z+2y+8z 一 14 一 0, 37 二 4 二 


.5z 一 26 =0 相交 , 且 求 交点 的 坐标 ， 
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a rl] 92 > 一 3 0 ye-5 
1?. 先 证 两 直线 一 一 二 一 “一 和 和 二 = 一 


面 , 再 求 它们 的 公 重 线 方程 和 距离 . 

坟 . 如果 直线 一 一 一 二 一 由 一 二 二 和 三 坐标 加 都 异 面 , 求 它 和 三 
学 标 输 癌 的 距离 . 

12. 如 时 两 直线 P= 坛 和 P= 局 雹 异 面 , 求 公 融 线 方程 和 距离 . 

33. 或 证 两 条 异 面 直线 yy 一 dz 十 b, x*=ax 十 BWV=90'2 十 0, 2 一 0 4 十 1 
的 诺 离 是 ita—a) Cb—b)— (aB—oB) Gu~e)| i 

[eeta ad? (qo~—g d+ (a a'a) 

*]4. 求证 正四 面体 的 两 对 核 的 牌 离 等 于 以 一 楼 为 过 的 正方 形 的 对 角 - 
线 的 长 ， 

*]5. 设 4BC 和 4'B'0' 是 两 条 异 面 直线 ，BB' 是 公 王 线 ,C4' 与 全 BBC 
垂直 ，0'4 与 4BC 垂直 求证 14B11BC1=14B11B5C'1. 
[提示 : 用 公式 (23)，(24) 及 (35),，(26) .] 


第 四 节 ”平面 和 空间 直线 的 结合 问题 


在 第 三 章 和 本 章 里 ,讨论 了 平面 与 平面 、 直 线 与 直线 以 及 
平面 与 直线 的 位 置 关系 问题 ， 值 得 注意 的 是 ,在 讨论 过 程 中 ， 
平面 的 法 向 量 及 直线 的 方向 向 量 起 着 很 重要 的 作用 .例如 
平面 与 直线 垂直 的 充 要 条 件 是 : 平面 的 法 线 向 晤 .N 与 直线 的 
方向 向 量 8 平行 , 即 Wx 呈 -0 平面 与 直线 平行 的 充 要 条 件 
是 订 . 驴 -0 等 等 ， 但 是 仅 用 入、 与 还 不 能 完全 确定 平面 或 直 
线 的 位 置 , 例如 要 推 求 与 已 知 平面 平行 的 直线 方程 时 ,除了 利 
用 N、S 的 关系 外 , 还 需 又 其 它 条 件 才能 确定 所 求 直线 的 位 
置 , 从 而 得 到 它 的 方程 站 

另外 , 在 讨论 平面 和 直线 的 结合 问题 上 ,平面 束 起 着 突出 
的 作用 .在 第 三 章 第 七 节 曾 经 介绍 过 用 直线 的 普遍 式 表示 平 
面 束 的 方程 ， 为 了 以 后 应 用 上 的 方便 ,在 这 里 我 们 再 介绍 用 
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直线 的 对 称 式 表示 平面 束 的 方程 . 


定理 1 过 直线 
Lt YY 2- fmm#0) (D 
t re 入 
的 平面 束 的 方程 是 
光一 4o (YY Seo 
这 里 ,jt, ?是 参数 ， 且 适合 
入 十 岂 十 = 二 0， 和 十 中 十 芒 关 0. (3) 


【证 】 1. 先 证 方程 (对 任意 三 实数 入 应， 2 G3 十 1 
十 避 汪 0) 都 表示 平面 将 方程 (2) 写作 


Ne Dp /A yn / 
上 (了 oo Wo 0) 0. (2 
这 是 三 元 一 次 方程 ， 由 于 


2 二 -十 如 天 0，bmn 关 0， 


, A 2 
改 (4) +( 咎 ) +( 全 ) #0 
即 知 (2) 表 示 一 个 平面. 由 (3) 及 根据 本 章 第 二 节 定 理 2 可 知 ， 
(2) 即 (2) 含有 直线 (了 D. 
2、 再 证 明 过 (1) 的 任意 平面 的 方程 都 包括 在 方程 (2) 


Re 
一 一 不 爹 相等 。 过 (了 ) 的 平 而 (2) 如 果 过 4, 则 有 


NS ) + ) (Se)-0 
将 这 式 与 (3) 看 作 吓 入， MH, Vv 的 三 元 齐 次 方程 4 解 之 ， 得 


一 - 人 35 .一 


入: psp= (2 — Yo 生生 (2 一 .C&: 种 ) 


( 


mm 
这 里 和 十 J 十 注 关 0， 因 为 如 果 ++ =0, RE 入 一 太一 了 
二 0, 也 就 是 


by 2 一 和 -0 -aa 4 一 加 0， 
Ea 


于 是 j 
这 是 不 可 能 的 。 放 ;的 方程 可 册 
(2 0)( 2 ) (Se) 
(0 


来 表示 .于 是 过 (了 ) 的 任何 平面 都 可 写成 (2) 的 形式 . ] 

【 例 1】 求 平 面 gz 十 所 十 oz 十 @ 一 0 十 2 十 E0 外 -的 
一 定点 Po(%0，%o，z0) 在 此 平面 上 的 射影 的 坐标 以 及 Po 关 
于 此 平面 的 对 称 点 的 坐标 ， 再 求 平面 4z By 十 Cz 十 万 = 0， 
4 十 瑟 十 0? 汪 0，46 十 了 5 十 Co0 关于 已 知 平面 的 对 称 平面 
的 方程 . : 

解 : 1. 设 Plz, y, 2 是 所 求 的 对 称 点 , 则 oz 十 到 十 oz 十 
Z=0 到 Po 和 了 的 有 向 距离 等 值 异 号 , 也 即 

CO 十 让 c2n 十 他 at 二 + 多 

9 
故 有 
azot bo 二 oso 有 = 一 (az 十 by 十 必 十 从 (A) 


又 PoP 的 一 组 方向 数 是 一 to, Y 一 Wo ~ os 平面 o 十 0 十 oz 
上 +c&=0 的 法 向量 的 一 组 方向 数 是 w， 5 6， 由 于 PoP 各 
QT OV i = 0 垂 间 ， 帮 有 


即 得 加 _ Wd 
t=zotak, y—Yot ok, 2 = ck. (B) 
将 (B) 代 入 (A), 得 
2(awo- byot Cro 号 
TT (0) 


于 是 卫 (z, 思 信 即 可 完全 确定 ， 

2. 如 果 了 是 Po 在 az 十 8 十 oz 十 GO 上 的 射影 ， 则 Po 
及 PP es 于 是 于 的 举 标 为 (33 了 ，- 交 3 
3 ) (wo 全 ,mo+ 全 oo+ 全 小 

3. 设 P 了 CG, 多 习 是 4z1 .By 十 Cs 十 万 ~0 上 的 任意 一 点 ， 


则 i 
Az+ By+Cz--D=0, {DD) 


又 PP(z, 区 习 的 对 称 点 是 Po(zo wo， zo)， 显 然 ， 它 们 坐标 之 
间 有 如 (B) 及 (0) 的 关系 ， 将 (B) 代 入 (D), 得 
A(lwotak)} + Bot ok) 十 CC 二 ec) 4 D=0, 
Anot+ Byo+ Cr+ D= — (Aat BL+Oc)E. (E) 
再 将 4O) 代入 ( 坊 , 略 去 足 码 , 即 得 
(a21 b2-t ce) CAv+ By+Ozt+ DD) 
一 2(4a 十 DO 二 Ce) (ar+odyicsta). 

此 即 所 求 的 对 称 予 面 的 方 种 . 

【 例 2】 已 知 两 条 异 面 直线 ， 过 每 一 条 直线 作 另 一 直线 
的 平行 平面 。 求证 这 两 平面 必 互 相 乎 行 ， 且 它们 的 距离 就 是 
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即 


两 蜡 茵 直线 闻 的 虐 离 . 
【证 】 1. 当 己 知 两 直线 委 直 时 , 它们 的 方程 可 以 写作 


2 一 0 一 0，0 一 0; 《A》 

c=0,， y=0, (B) 
过 (A) 的 平面 束 方程 是 / 

入 i 宫 十 A (2 二 二 C) 一 0， (O) 


(B》 的 方向 数 是 1，0, 0; (C0) 的 法 线 的 方向 数 是 Mr, 0, ha。 利 
用 (B) 与 (0) 的 平行 条 件 得 一 0, 故 过 (A) 与 (B) 平 行 的 平面 
是 x 一 0 一 0; 赔 理 可 得 过 (B) 与 (A) 平行 的 平面 是 * 十 c 一 0. 故 
知 两 平 疝 互相 平行 , 且 距 离 是 26， 恰 是 两 异 面 直线 的 距离 . 

2. 当 已 短 丙 直线 不 垂直 时 ,证 明 作 为 习题 , 留 给 读者 自 
行 补 上 . 1】 

【 另 证 】 在 一 直 级 上 取 4、B 两 点 ,在 另 一 直线 上 取 O.D 
两 点 。 设 过 直线 48B 与 OD 平行 的 平面 是 tm*(P- 4) 一 0， 
又 因 这 平面 过 B， 故 有 me (如 ~ 4) =0， 又 由 于 这 平面 与 
CD 平行 ， 则 有 页 " (PD 一 C) =0， 故 可 了 m=X[(4 一 B) x 
《C 一 妃 )], 因此 过 4B 且 与 OD 平行 的 平面 是 

[(A4-Bx(C-D]:(P-A4)=0, 
同 理 , 过 CD 且 与 4B 平行 的 平面 是 [(4-B) x (CD)] 
“(PC0) =0。， 显然 ， 这 两 个 平面 平行 ， 且 它们 的 距离 是 


| [Cd 一 可 x OC-DI.(A-O| Se 
[A-B) xX《C 一 1 | 。 另 一 方面 , 这 两 条 直线 的 


方向 商量 分 别 是 丰 一 召 及 C-D， 根据 公式 (24 可知: 它们 
的 距离 与 上 面 所 求 得 的 虐 离 完全 一 致 . 卫 
【 例 3】 求 过 两 条 异 面 直线 
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外 一 点 4 (a, b, C)， 有 目 与 这 两 直线 共 面 的 直线 方程 . 
解 ， 过 4 攻 两 直线 分 别 作 平面 ， 则 平面 的 交 线 即 为 万 
求 、 玉 计量 ] 了 可 得 知 , 这 两 个 平面 的 方程 分 别 是 


人 
MYL 34 TL 


二 (2 于 二 人 -0 
[二] 37n4 NH1 


(I 
Ce 
ty ?72 


另 解 ， 将 已 知 喜 线 写作 P= 号 +t3,(i=1, 2). 设 P= 
人 十 wS 为 所 求 , 由 共 面条 件 得 (号 S;, 卫 一 A) =0, 即 久 .1S3， 
x (所 一 4)] 0G(=1, 2).、 故 得 

S=ALSix (Pi—A)lx [Ss x (P,— 4)]. 
因此 所 求 的 直线 方程 是 
P= A Mt x (PP— A)] x [Sx (PbP~A)] 

或 P=-A+tilSix (PA)]x LS x (PPA)]. 

[ 例 4】 求 从 直线 一- 人 一 二 外 一 点 4g， 
6, 09) 作 与 此 直线 生 直 且 相 交 的 直线 方程 ， 并 求 垂 足 的 至 妹 . 

解 ， 过 了 4 及 已 知 直 线 作 平面 wl， 由 定理 1 可 知 ,， 它 的 方 
程 钙 

(= 加 一 民生 je )+ (2 各 a— (于 各 了 


名 


(0 
pa 与 已 知 直 线 愧 直 , 则 4 m, 将 是 这 平面 法 


-一 人 39 一 


一 4 


线 的 方向 数 , 于 基 ma 的 方程 就 是 
loa +m yb) +nG 6) =0. (®) 
从 而 ma 及 ra 的 交 线 方程 即 为 所 求 的 直线 方程 . 
广 在 已 知 直线 上 ,， 设 垂 足 罗 为 (zo 十 耳 Yo 十 mb zo 上 4)， 
现在 定 志 药 值 .由 于 垂 足 在 人 ) 上 ,于 是 有 
ze 十 下 一 罗 -myot mt 0) -nsot+ni me) =0, 
|、 (a— X0o) (0— Yo) 7 十 (6 - ton 
中 以 mt 
另 解 ， 将 已 知 直 线 写 为 P= 妃 十 雹 , 又 设 垂 足 了 的 位 置 
向 量 是 妃 十 埠 ， 现 定 t 的 值 ( 见 图 4-9)。 由 于 47 与 已 知 走 
线 垂直 , 故 AT.S=0, 即 ( 忆 十 雹 一 贡 ).S~0。 解 得 
1 一) 总 
由 


办 此 得 Ppt 


P=Atu| (4-P) A 引 


或 P- 4+ 蔓 [Seo4- LS. 五 4)S] . 


用 向 量 三 重 积 公式 可 得 所 求 的 生 线 方程 为 
P—A+i[ISx (PoA x S)]1. 
注意 ”这 个 垂 线 的 方程 也 可 用 几何 方法 来 推 求 ， 过 已 知 
直线 及 定点 4 作 一 平面 x。 于 是 向 量 Po4 xS 将 与 重 直 . 
作 向 量 - 芝 = 号 x (Po4xS)， 则 下 垂直 于 BoA x 8 故 必 在 w 
内 , 同时 LS, 故 UU 印 是 过 4 与 已 知 直 线 垂 直 的 直线 的 方 
向 向 量 ， 因 此 所 求生 线 就 是 
Se P= A+i[Sx (PoA xS)]. 


m1 


习 题 4:4 
求 过 定点 Polx0, Wp， 各 ) 与 定 平面 oz 上 友 十 os 十 一 0 季 直 的 前 线 
方程 ， 
求 过 定点 4(la, 5b, 0) 与 定 直 线 站 一 一 了 业 一 二 呈 重 直 的 平 


VL 
面 方程 . 


之 一 - 30 


， 求 过 定点 4(a, b, 06) 与 定 直线 一 多 一 一 他 平行 的 直 


线 方程 ， 


， 求 过 定点 4(a, Bb, 人 与 定 直 线 


Tt Dyelz 二 =0, At+ bay + cz + a =—0 
乖 直 的 平 击 方程 . 
求 过 定点 4(a, 5b, 与 定 直 线 

r+toYy+tewtd=0, qr boyicag+As=0 
平行 的 直线 方程 . 


求 过 定 定点 4(a, Bb, 四 县 与 两 直线 


TT 二 外 一 -2 一 2 ;1 
Ts 7 人 


都 垂直 的 直线 方程 . 


， 台 过 定点 4(q, Bb, ,上 且 与 两 直线 


ari+bytesta=0, awtbay tr td-0 
和 asr tbay tcat + ds~=—0, 人 
孝 季 直 的 直线 方程 ， 


” 求 过 定点 4(m b, 0) 与 直线 一 一 世人 一 生生 直 上 与 二 
1 3721 
线 -二 一- 全 儿 一 人 全 相交 的 直线 方程 


或 过 定点 4(a, b 站 与 直线 


wDW+tri3 二 ==0, asrt boy 41.0224.94=0 
惰 家 且 与 志 线 

Qt di- Bay trestds—0, qrt+by tort+d~™0 
相交 的 直线 方程 ， | 
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10. 


求 过 定点 4(a, 5b, oD 且 与 两 直线 


2 一 2 Ye m1, 


ls ng ns 


都 平行 的 平 本 方程 . 


， 求 过 定点 4(a, b, o) 且 与 两 直线 


Qt + y+tes+d=0, dt by tog-t d= 0 
和 ‘asr+ bey + cs+ ds=0, Qazt+ bay tc ds=0 
部 平行 的 平面 方程 . 


、 求 过 两 感 Pzis bi ec 人 一 1 ,2) 且 与 言 线 


Lo Yo to 
i 2 $2 


平行 的 平 高 方程 


. 求 过 两 点 Plzi, yy, 如 ) =1, 2) 旧 与 直线 


or+ byt ez+d—0, aar+ b+ ez tds=0 
平行 的 平面 方程 . 


， 求 直线 忆 = 配 十 给 在 平面 ?ap 二 3 一 0 上 的 投射 平面 方程 . 


tn TC—0 YYy--b6 3 一 6 本 T 一 & 4 一 忆 
， 求 过 直线 re 所 垂直 于 两 直线 一 ne 
= 和 了 4- 2 一 2 一 所 定 的 平面 方程. 
! 他 i 3 


， 利 电 平 而 束 推 出 两 相 交 直 线 所 定 的 平面 方程 《12) 及 两 平行 直线 


所 定 的 平面 方程 人 14) . 


. 求 过 定点 4 与 定 直线 P=Po+!S 垂直 且 与 定 平 面 m:p+d=0 平 


行 的 直线 方程 ， 


. 求 过 定点 4 与 定 直线 P=Po+15 梧 交 县 与 定 平面 经 :2 十 4 一 0 下 


行 的 直线 方程 . 
[提示 : 利用 混合 积 推出 所 求 直线 的 方向 向 量 .] 


.由 图 4-9 推 求 4 全 ,再 求 点 各 到 直线 7 的 距离 公式 。 
， 求 证 过 三 面 角 的 各 棱 与 对 面 垩 直 的 三 平 两 必 共 线 . 


[提示 ， 设 三 个 个 是 元 一世- 一 下 《一 1, 2 9)， 再 利用 第 三 章 第 
七 节 定理 3.] 


一 部 中 对 一 


本 章 提 要 


i， 空间 直线 方程 的 各 种 形式 

《1) 坐标 形式 和 疝 量 形 式 的 直线 方程 的 参数 式 、 对 称 式 、 两 点 式 、 
普遍 式 、 投 射 式 ， 其 中 参数 式 和 普遍 式 是 最 基本 的 , 也是 常用 到 的 . 

《2) 在 方程 中 要 注意 每 个 量 是 常量 还 是 变量 或 是 参数 . 

《3) 注意 方程 中 每 个 量 的 几何 意义 ， 

《4) 直线 方程 同一 类 型 的 而 量 形 式 和 竺 标 形 式 的 互 化 以 及 直线 方 
程 不 同类 小 的 志 化 . 

《5) 四 条 件 确定 一 空间 直线 . 

.直线 和 平面 的 关系 

(1) 位 置 关 系 共 分 三 种 ， 可 通过 坐标 方程 系数 疤 的 关系 或 向 置 方 
程 中 有 关 疝 晤 来 判定 . 

《2) 度量 关系 一 一 直线 和 平面 的 交角 ， 
”， 8. 两 直线 的 关系 

(1) 位 置 关 系 共 分 四 种 ，QG) 利用 直线 参数 方程 向 量 形式 中 有 关 疝 
县 来 判定 《过 利用 坐标 形式 的 直线 方程 参数 式 中 系数 所 构成 的 给 隆 的 
秩 来 判定 ， 

《3) 度量 关系 : 点 到 直线 的 距离 ; (i 两 平行 线 闻 的 距离 ; 人 ii 两 
3 性 线 方程 

， 平面 和 空间 直线 的 结合 问题 

a etal 一 般 先 定 法 线 向 量 . 

《2) 确定 空间 直线 方程 时 ， 要 根据 已 知 条 沂 ， 一 般 先 确定 方向 向 
量 ， 

《3) 利用 过 空间 直线 (普遍 式 或 对 称 式 ) 的 平面 束 解决 平面 和 直线 
的 结合 问题 ， 


复 习题 四 


本 设 平面 4fz by 十 cz 十 4==0 与 三 坐标 面 都 相交 ， 求 交 线 方程 的 对 称 
Ea 


~ B43 一- 


11. 
12. 


13， 


14， 


求 直线 


. 设 直线 ad47 十 by 十 5 十 中 一 0 cax 二 Day 十 cz 十 坟 2 一 0 与 三 坐标 画 


都 相交 , 求 交点 的 坐标 . 


. 试 定 4， 使 直线 2t 十 3y:-2 二 =0，3z 一 2 十 2z 一 6=0 与 (1)z 轴 ; 


(2)y 轴 ; (3)% 轴 分 别 相交 . 


如 果 直 线 azfPa 十 nz 十 四 一 0， Ca 多 十 poy cy 十 和 9 一 00 了 D 过 原点 ， 


(2 与 z 轴 平行 ; (3) 与 Y 辑 重 合 ; (4) 与 3 轴 家 交 ， 则 各 系数 闻 分 别 
有 什么 关系 ? 


， 如果 直线 qz 十 py 十 012 十 人 一 0D，a3f 十 pay 二 023 二 加 一 0 (了 DD 与 她 面 
”平行 ; (好 与 zy 面 重 合 ， 则 各 系数 间 分 别 有 什 么 关系 ? 
， 如 困 直 线 2 十 2y 二 as—0 37 十 2 多 十 z=0 的 方向 角 是 % B, y, 求证 


y=a, sec B=3. 


T+ oy 28 二 mz 十 ny 十 I2=RT 十 丸 十 17148 
的 对 称 式 ， 


、 求 过 原点 旦 与 y 轴 及 z 办 构 成 30° 角 的 平面 方程 ， 
， 求 三 个 不 同 的 平面 fei- 2+d=0u= 2 3) 部 平行 于 一 ` 条 定 直 线 


P= Po+ 二 的 充 要 条 件 . 


， 求 三 条 不 同 的 直线 P 一 P+ 雹 ((i 一 1, 2 3) 共 面 的 充 要 条 件 ， 瑟 求 


所 在 平面 的 方程， 
求 过 直线 P=Po+ 埠 且 与 直线 P 一 4 二 1 工 平行 的 平面 方程 
求 过 直线 和 (DD 与 * 轴 平行 ; (3) 与 


一 平行 ; (3) 与 直线 dz 十 bi 二 ol 十 硬 一 0 aa 二 2 


二 cozg 十 机 一 0 ea (4) 与 平面 z+y+cz+4=0 还 直 的 平 丙 方 
程 ， 
求 过 直线 区 atz 十 04 二 et 十 而 一 中 ooz 十 8 二 co 十 出 =0 有 与 5 直 


线 加 了 和 2 一 站- 织 一 二 各 平行 的 平面 方程 ,但 I 


求 过 定点 Pokre， 加 ，z) 又 与 定 平面 ez 十 风 廿 cz 十 4 一 0 平行 且 与 
定 直 线 adY 十 PPg 二 cz 十 三 =0、caz 士 222 十 222 十 硬 一 0 共 画 的 章 线 
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15. 求 过 定点 Pofkzo We, 加 ) 并 与 已 知 直 线 oz 二 DY 二 cl 十 中 一 0， 
十 Da 二 ca 上 oa 一 0 和 王 直 且 相 交 的 直线 方程 。 
16. 先 证 两 直线 
人 dd 
TY— 3:=0 十 2By 十 22 一 1 二 0 
相交 , 再 求 所 在 平面 的 方程 。 
17、 多 证 再 直线 


18. 


22 十 280 一 4=0 5 一 2 一 232 一 =0 
sn 人 
李 行 ,再 求 所 在 平面 的 方程 。 
已 知 两 直线 一 0, Ws 一 0; sa=D, 4 二 0， 其 中 
darby+tostad (t=1, 2,3, 4). 
求证 aza 十 jata 一 0， 季 十 邓 关 0 及 hava 十 ht 一， a 


示 与 已 知 两 直线 都 共 而 的 直线 方程 ， 


19 . 


20, 


*21. 


22. 


23. 


已 知 直线 4 了 二 名 一 如 - 竹 一 2 名， 设 从 原点 到 1 的 距离 及 


GCOS cos 局 CO 
河 点 到 i 在 三 个 坐标 面 上 射影 的 距离 分 别 是 & 和 qi, dz aa. 求 证 
d340+ 人 一 dd cos?ad- 中 cos? B+ 中 0082Y, 
[提示 :， 利用 复习 题 工 习题 23,1 
设 一 直线 的 三 个 方向 角 都 相等 ， 求 证 过 此 真 线 上 任 一 定点 所 作 
的 在意 平面 在 二 个 坐标 辆 上 上 的 截 距 的 倒数 之 和 为 常数 
设 两 直线 P= Pi 十 tSL 和 P= Pa 十 tS 相交， 求证 交点 的 位 置 向 


.是 是 
(S52, pb,, Pa} 
a 吉 CP», S1, S52) ~ 
i 《SS1， pi, P,) 全 
或 Se AP， S1, S2) 
并 验证 这 柄 个 向 量 祖 等 . 


设 有 两 条 平行 线 及 4 在 及 上 各 取 角 及 @, 作 OP O61+ 
O@,. 求 点 己 的 轨迹 ， 
(1 求 商 福 交 直线 五 一 瑟 十 1S1 及 了 一 杞 十 4530S: 六 SS 所 在 平面 
的 方程 ; - | 
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“24 . 


《2》 求 两 平行 直线 严 一 瓦 十 二 及 王 = 本 十 弛 所 在 平面 的 方程 ; 
{3)》 尖 (SS, S51, $3) 才 0,，( 忆 一 PS3，S9) 二 中 有 时, 上面 所 求 的 两 平 
面 必 相交 , 求 交 线 的 参数 方程 ， 

已 知 直 线 1 P= 十 tS 及 [外 的 一 定点 4 (4,5,0)， 求 上 攻关 
于 ! 的 对 称 点 的 尝 标 由 及 在 了 上 上 的 射影 的 尘 标 , 

[提示 : 过 4 作 与 工 重 直 的 平 商 ,] 


， 忆 知 六 条 直线 ?C2 一 1,2,…,6), 其 中 前 三 条 及 后 三 条 下 的 每 两 条 


都 不 共 商 。、 和 如果 12，73; 和 DG; 0， 有 的 公 王 线 分 别 与 3，j，1 平 
行 ; 求证 bys ls; ls, is; by 1 的 公 王 线 也 , 分 别 与 Uy iz, 3 平行 ， 
[提示 : 利用 公 垂 线 的 方向 向 景 .] 


思考 题 四 


如果 边 长 是 4, b,c 的 三 角形 的 三 这 与 坐标 轴 的 变 点 褒 是 该 边 的 中 


点 。 求 此 三 角形 所 在 的 平面 在 三 个 坐标 轴 上 的 截 距 网 及 三 顶点 的 
坐标 . 


如果 直 线 的 普遍 式 是 
Pt1* 力 十 入 二 0 m2: 了 DP 十 人 2 二 0; 1 X19H9 寺 口 ,人 3 十 BG 天 0， 
” 则 它 的 对 称 式 可 以 写作 


P= 2), 


，、 求 从 直线 at2 十 Bi 十 olt 十 四 一 0，cd2Z 上 Day 十 C23 十 2s0 外 一 点 


Po(zo， 加 ，2) 到 此 豆 线 的 如 直 旦 相交 的 直线 的 方程 、 垂 足 坐 标 以 
及 点 则 直线 的 距离 . 


， 讨 沦 两 直线 
To yO— #0 二 一 20 
1 
与 
Adm+by toenail=0, qrtibay teastry=0 
以 及 


ftXZ 十 bgy 十 C13 二 0 一 0，a2 二 pa 十 cg 十 的 一 人 


与 
at -by -ea 十 站 二 人 mr 上 Bo 上 ms 十 到 一 0 
多 位置 关系 和 度 生 22 系 . 
5， 已 知 入 4BC 及 一 竺 间接 六 = 了 二 雪人) 求 直线 与 此 三 角形 所 在 
的 平面 相交 的 充 葡 人 纤 件 ;《 约 如 相交 ， 求 其 交点 ; (3) 求 交点 落 在 三 


角形 内 部 的 充 要 条 位 。 
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第 五 训 一 


” 曲面 方程 和 空间 曲线 方程 


在 平面 解析 几何 里 将 曲线 作为 点 的 轨迹 ， 当 建立 了 坐标 
系 后 ， 即 可 得 到 它 的 方程 ， 从 而 可 以 研究 曲线 的 性 质 ， 同 理 ， 
在 空间 建立 了 坐标 系 后 ， 将 图 形 作 为 适合 某 些 条 件 的 动 点 的 
轨迹 , 也 可 得 到 图 形 的 方程 , 从 而 研究 图 形 的 性 质 ， 前 面 两 章 
就 是 这 样 对 平面 和 空间 直线 进行 研究 的 它们 是 两 类 最 简单 
的 空间 图 形 ， 本 章 就 是 在 前 两 章 的 基础 上 扩建 空间 图 形 的 方 
程 . 并 将 空间 图 形 分 成 两 大 类 一 一 曲面 和 空间 曲线 , 然后 分 
别 建立 它们 的 方程 再 进行 讨论 . 


第 一 节 ”空间 点 的 轨迹 


在 平面 几何 里 ， 所 研究 的 点 的 轨迹 仅 有 一 种 ， 就 是 曲 
线 . 例如 ， 与 一 定点 的 距离 是 常数 的 点 的 轨迹 是 一 个 
圆 ， 与 两 定点 的 距离 的 和 是 常数 的 点 的 轨迹 是 一 个 精 贺 


在 立体 几何 里 所 研究 的 点 的 轨迹 可 有 两 种 : 

1. 仅 在 一 个 条 件 下 运动 的 空间 点 的 轨迹 一 般 说 是 一 个 
曲面 .例如 空间 的 点 与 一 定点 所 成 的 向 量 永远 和 某 一 常 向 量 
垂直 ， 则 动 点 的 轨迹 大 一 个 平面 ， 且 这 平面 与 常 向 基 垂直; 
又 如 与 一 定点 的 距离 是 常数 的 空间 的 点 的 轨迹 是 一 个 球面 
等 等 . 
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2， 同时 在 两 个 条 件 下 运动 的 空间 的 点 的 轨迹 ， 一 般 来 
说 是 一 条 空间 曲线 [ 注 ]， 这 是 因为 适合 :一 个 条 件 的 点 的 所 
迹 既 然 是 曲面 ， 那 么 适合 两 个 条 件 的 点 的 轨迹 必 是 两 小 山高 
禄 交 而 成 的 曲线 ， 现 在 来 看 ;空间 的 点 与 一 定点 所 成 的 向 量 ， 
永远 和 某 两 个 常 向 景 分 别 秋 直 ， 则 这 个 点 的 轨迹 是 什么 ? 我 
们 已 经 知道 : 空间 的 点 与 一 定点 所 成 的 向 量 永远 和 某 一 常 血 . 
量 垂 直 , 则 动 点 的 轨迹 是 一 个 平面 , 故 记 求 的 轨迹 应 是 两 平面 
的 交 线 ， 即 空间 直线 、 又 如 ， 己 知 三 个 不 工钱 的 点 PL、Pa 和 
Ps, 则 与 Pi 的 距离 是 +， 与 Ps、 Ps 二 点 的 距离 恒 相 等 的 空间 
点 的 轨迹 是 一 个 贺 ， 这 是 因为 适合 第 一 个 条 件 的 点 的 轨迹 是 
以 Pi 为 球 心 .7 为 半径 的 球面 ， 而 适合 第 二 个 条 件 的 点 的 轨 
迹 是 PaPs 的 中 垂 面 ， 故 间 时 适合 这 两 个 条 件 的 点 的 轨迹 必 
是 球面 与 平面 的 交 线 , 即 一 个 圆 ，” 

至 于 条 件 的 个 数 必须 辨别 清楚 . 例如 空间 一 -点 与 Pi Ps. 
Ps 三 点 的 距离 恒 相 等 , 则 它 所 适合 的 条 件 的 数目 实际 上 是 两 
个 , 即 动 点 (1) 与 Pi、Ps 的 距离 相等 , ( 3 ) 与 P，、 Ps 的 距离 
也 相等 。 上 面 所 说 的 软 迹 是 两 种 完全 不 同 的 图 形 ,读者 必须 
细心 分 别 清楚 ， 


习 题 5S:1 
1. 求 到 三 点 等 距离 的 点 的 轨迹 ， 分 共 线 与 不 共 线 两 种 情况 来 考虑 ， 
3. 读者 自己 试 举 一 个 轨迹 是 曲面 的 实例 ; 再 举 一 个 轨迹 是 空间 曲线 
的 实例 . : 
{ 注 ] 这 里 所 说 的 空间 曲线 一 般 是 指 它 上 面 的 点 不 都 在 一 个 平面 上 ， 竺 殊 时 ， 
这 些 点 也 可 能 都 在 某 一 平面 上 , 这 时 室 间 曲线 就 化 为 平面 曲线 了 。 


第 二 节 出 而 

2.1 第 一 个 基本 问题 一 一 曲面 的 方程 

关于 此 而 方程 的 概念 和 平 闸 解 析 儿 何 里 曲线 方程 的 概念 
完全 一 样 。 由 于 曲面 一 般 是 适合 一 个 条 件 的 点 的 轨迹 ， 于 是 
在 建立 适当 的 坐标 系 后 ， 克 以 将 点 变动 的 规律 通过 坐标 用 方 
程 表示 出 来 ， 先 设 P(x, y, 仿 为 曲面 上 的 一 动 点 ， 青 根据 所 
给 的 条 件 ， 用 与 平面 解析 儿 何 相似 的 方法 ， 就 可 以 求 出 合 
?的 一 个 方程 

Fw, y, 2 =0 或 zf (x, YW). 
几 曲 面 上 任何 点 的 学 标 都 适合 这 个 方程 ， 而 坐标 适合 这 个 方 
如 的 点 必 在 曲面 上 ,我们 把 这 个 方程 叫做 曲面 的 方程 . 思 9, z 
叫做 动 点 的 流动 坐标 . 为 了 方便 , 我 们 以 后 把 一 个 曲面 方程 
万 (人 Yy, 2) 0 简称 为 曲面 F(z, y, 2) 一 0. 

推论 一 个 点 在 晶 面 也 (%, y, *) =0 上 的 充 要 条 件 是 :这 
点 的 坐标 适合 这 个 方程 , 

”事实 上 , 在 第 一 章 第 一 节 与 第 二 节 里 , 我 们 巴 经 将 一 些 才 
永 曲 面 的 简单 轨迹 问题 ， 利 用 上 而 的 方法 建立 了 轨迹 的 方 
程 .下 面 再 举 一 些 例题 说 明 曲 面 方程 的 建立 方法 . 

了 例 悦 “” 求 与 空间 ”个 定点 的 距离 的 平方 和 是 常数 的 点 _ 
的 轨迹 方程 . 

解 : 由 于 给 定 的 条 件 是 一 个 , 故 所 求 的 轨迹 必 是 曲面 , 现 
在 推 求 它 的 方程 ， 先 建 祥 一 个 直角 谷 标 系 ， 设 吕 个 定点 为 
Prlar, Yr Zr) (F712, 0 PW), 又 Ply, y, 2 是 动 点 ， 出 


> 太 尺 是 常数 )}、 即 


Boe) + yt 
展开 得 
| 2 C1 fs oS Vg ~ 
JaX2 十 2 十 22) 2 (So)e 2(Zyr)y 2( 习 =)z 受 
十 局 ( 邓 十 好 十 光一 要 0， 
?= 


这 就 是 所 求 的 轨迹 方程 ， 
例 2 求 与 % 个 平面 的 距离 的 平方 和 是 常数 的 点 的 摇 
迹 方程 . 
解 ， 设 ”个 平面 方程 的 法 线 式 是 
多 cnse 二 aeos B 十 zeng 一 入 二 Or 一 工 2 。 
又 设 动 点 为 P(x, y, 四 ， 它 到 这 nw 个 平面 的 距离 是 dr, 于 是 


d= [zeoso, ty cos B200s Yr — Pr|, 
Wd 
由 假设 包 四 = 大 (是 常数 ), 妈 
PAC Cos or -上 2 ens B, +z cos yr — Pr) = 
r=1 
展开 得 
2 py cos or 十 图 Peos’ 有 -十 eS Cog? yr 
r= T= ?1 
+ 2Yz (> cos Deos ?4 )+ 22% (> COS Yr EOS or) 
r=1 r=L 
hb 2ey(S co8 or 00S By ) 一 22(> Pr OOS a ) 
r=1 二 
“ 9 
3 2y(> yey COS B.) 二 2 的 全 GOS yr) 
r=1 otk 
+ 守 闻 ~ 太一 0. 
r=l 
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这 就 是 所 求 的 轨迹 方程 . . 

{ 例 3 求 到 两 直线 等 距离 的 点 的 软 迹 方程 

解 ，1. 两 直线 平行 的 情况 

以 此 两 直线 六 和 有 的 一 条 公 垂 线 为 z 轴 ， 又 以 五 与 妃 
裁 轴 所 成 线段 的 中 导线 为 y 轴 , 调 建 立 空 间 直 角 坐 标 系 


(图 5-1) ， 于 是 这 两 条 直线 的 方程 是 
Ui: = 2 一 0， a#¥0 
人 A 
或 0 1 0° 
La. 2 一 —H % =: 0O, a#0 
w+ YY 
或 0 70， = 加 5 


设 动 点 为 卫 (z, y, xz), 利用 点 到 直线 的 距离 公式 人 得 “ 
VTA VOT Gra. 

将 等 式 两 端 平方 并 化 简 , 得 2 一 0, 此 即 gx 面 . 

2. 两 直线 相交 的 情况 

ep a hs de A 
建立 空间 直角 举 标 系 。 设 动 点 为 
P(z，y，*)， 则 由 距离 公式 ， 得 
MV 十 他 一 M2 二 本， 将 等 式 两 
端 平 方 并 化 简 , 得 一 Jy 一 0， 即 
z 士 g 一 0 此 表示 两 个 互相 垂直 的 
平面 . 

(2) 设 有 与 不 垂直 ， 以 有 “ 
与 有 的 两 条 平分 角 线 为 s 轴 和 y 图 5 
轴 ， 面 建立 空间 直角 坐标 系 (图 5-2)。 于 是 这 两 条 直线 的 方 
程 是 
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证: 一 和 2 认 0z 一 0 (2 > 


0 
要 本 2 
by=ztB (m0), 0 (0#0, 5:) 


或 A 


085 Tung 0- 
设 动 点 为 P(z, y, ); 则 由 距离 公式 , 得 
MD IT OT (0 yo 0 
Van Oo d+ (angd ty cod . 

将 等 式 两 端 平 方 并 化 简 , 得 懈 =0,， 即 z=0 或 y=0， 此 表示 
yz 面 或 zz 面 . 

3. 两 直线 异 而 的 情况 

td 设 政 与 2 垂直 ,由 第 四 章 第 三 节 所 建立 的 坐标 系 可 
知 , 此 两 条 异 面 直线 可 以 写成 


hz=c, ww 二 0 或 名 -车 
Ls. Z=—0, y=0 或 于 一 痢 一 和 


设 动 点 为 了 (vw, gy, 2), 则 由 距离 公式 , 得 
VG Fm VET + 
将 等 式 两 端 平方 并 化 简 , 得 
2 一 2 一 4cx 一 0， 
阳 即 所 求 的 轨迹 方程 
(2) 设 六 与 如 不 三 让 ， 由 第 四 章 第 三 节 所 建立 的 坐标 系 
可 知 , 此 两 条 异 面 直线 可 以 写成 


hy 人 馈 久 5e(0 关 开 ， 不 ) 


A 
或 oo 如 Sin 0 ” 


J PS ， i i el Tt 攻关 
i Y= ~wtp0, ce (0 1, 3 ) 
i Ne 
或 cost —sing 0 
设 动 点 为 了 (zx, y, ?), 则 由 距离 公式 , 得 
Vee) anG (s—c) oo 0+ (weand—ycosd) 
=— MV(2+e) ond+ (¢+6) ?cos t+ (wsind+yeosd)’. 
次 等 式 两 端 平方 并 化 简 , 得 
| wy In cos8t+cs=0. 
此 即 所 求 的 轨迹 方程 ， 


之 : 安 ”第 二 个 基本 问题 一 一 三 元 方程 的 几何 意义 


我 们 已 经 看 到 ， 作 为 点 的 扫 迹 的 曲面 可 以 用 上 面 的 点 的 
坐标 间 的 三 元 方程 (x, y, 2) =0 来 志 示 ， 反之 , 变数 <、Y 
和 z 阁 的 任何 三 元 方程 (2%，y，*) =0， 一 般 来 说 是 表示 曲 
面 . 

下 面 要 注意 了 (x, y, *) =0 的 几 种 特殊 形式 ; 

1. 和 假如 方程 了 F(x，y, *) =0 的 左 端 可 以 分 解 为 两 个 (或 
多 个 ) 因 起 mate 9 2) 各 Faw, y, *)， 于 是 曲面 F(x,，y, 2) 
一 0 可 以 分 解 为 两 个 (或 多 个 ) 曲面 ， 它们 分 蜀 由 方程 
| Za y, z=0 和 Falw, Y, #) =0 
表示 .这 时 称 已 知 有 曲面 为 变态 曲面 .例如 

ee Fr, yy, 2) =ryz = 0, 
则 (zw, y, 2) = 二 0 就 是 变态 曲面 , 它 表示 三 个 坐标 面 . 
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2. 方程 f(z, y, 从 一 0 所 表示 的 锁 迹 可 能 是 一 个 或 儿 
个 孤立 点 ， 例 如 
T(r, Y, 0 = + [1)? 
+ yl) +l) -0 
就 麦 示 两 个 孤立 点 (0，0，0) 利 (人 十 二， 
3. 方程 瑟 (z， 纺 芒 =0 所 表示 的 轨迹 可 能 是 一 条 或 几 
条 曲线 , 例如 
Fe, Y, Dt) (要 十 好 ) =0 
吝 许 遍 
| 0 
也 就 是 
| 一 0, y= 了 0 可 y==0, 2 一 0， 
这 走 示 4 轴 或 2 辆 . 也 就 是 说 ,万 (w,9y,) 二 0 包含 2 轴 和 z 轴 
丙 条 家 钱 . | 
4， 方程 Ct, y, ) ==0 也 可 以 不 表示 任何 实 的 轨迹 ， 例 
:如 方程 
22 十 oz 十 革 一 0 四 
不 能 为 坐标 %, 4 和 z 的 任何 实 信 所 适合 , 而 仅 能 由 坐标 的 虚 
值 所 适合 ,我们 说 这 方程 表示 虚 轨 迹 或 简单 地 说 光 轨 迹 . 


三 ' 马 第 三 个 基本 问题 一 -曲面 方程 的 讨论 


在 平面 解析 几何 里 , 我 们 知道 直接 利用 轨迹 研究 曲线 的 
形状 是 不 容易 的 , 因此 ,， 要 先 建 立 曲线 的 方程 , 通过 对 方程 的 
讨论 才 比 较 容 易 地 作出 晶 线 的 图 形 ， 同样 , 对 空间 席 迹 所 老 
示 的 昌国 ， 也 是 要 人 先 建 立 上 出面 的 方程 , 然后 对 方程 进行 讨论 ， 
才 容 荔 知 道 划 珈 的 形状 。 为 了 以 后 应 用 方便 , 我 们 把 上 曲面 与 


-- 255 一 


平面 相交 而 成 的 平面 曲线 叫做 平城 线 ， 特殊 时 , 对 坐 慰 面 上 
的 平 截 线 叫 做 截 部 ， 与 坐标 面 平行 的 平面 所 产生 的 平 截 线 叫 
曲面 的 轮廓 线 ( 或 图 道 线 }， 特 别 是 利用 轮廓 线 可 以 说 明 曲 面 
的 大 致 形状 . 

车 已 知 曲 面 方程 也 (%, y, 2) =0, 与 讨论 平面 上 的 曲线 方 
程 一 样 , 可 对 曲面 方程 作 以 下 的 讨论 ， 

1. 截 此 ”曲面 在 三 个 坐标 轴 上 的 吉 距 ， 规 定 为 它 与 
2 办. 铀 及 4 轴 交 点 的 模 标 、 纵 标 及 立 标 。 由 此 可 得 求 曲面 
截 距 的 法 出 ， | 

在 曲面 方程 中 , 令 y~z 一 0( 或 =z~=0, 或 z=y=0), 所 
得 到 的 z( 或 y 或 人) 的 实 值 , 即 曲 面 在 z 轴 (或 y 轴 或 2 轴 } 上 
的 截 距 . 

2. 截 部 曲面 了 (vw，y，) 一 0 在 三 个 举 标 面 上 的 截 部 
FOO, y, £2) =0, t=0; 五 (2，0， 2) =0, y=0; 
和 Fl(w, y, 0) =0, z=0. 

3. 对 称 性 ”如果 路 面 上 的 任意 -点 关于 某 坐 标 轴 , 坐标 
可 ， 或 原点 的 对 称 点 仍 在 该 曲面 上 上 ， 旭 称 这 曲面 关于 某 坐 标 
轴 、 华 标 面 或 原点 对 称 ， 由 此 定义 及 第 一 章 第 一 节 例 4 可 得 
曲面 对 称 性 的 判别 法 则 ， 

(1 如 将 曲面 方程 中 的 一 个 变数 《例如 2) 的 符号 改变 ， 
而 曲面 方程 不 变 ， 则 此 曲面 必 关 于 不 含 该 变数 所 对 应 的 坐标 
面 ( 例 如 :% 面 ) 对称. 

(2) 如 将 曲面 方程 中 的 两 个 变数 (例如 y，2) 的 符号 改 
变 , 而 曲 商 方程 不 变 , 刚 此 曲面 必 关 于 第 三 变数 所 对 应 的 坐标 
轴 ( 例 如 zx 轴 ) 对称. 

(3) 如 将 曲面 方程 中 的 三 个 变数 的 符号 同时 改变 ， 而 方 
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程 不 变 , 则 此 曲 而 必 关 于 蛛 点 对 称 . 
4， 轮廓 线 ”和 其 面 FF(z, y, 妨 =0 在 2 一 纪 Y= 二 2, z 二 ww 的 
三 个 平面 上 的 轮 万 线 分 别 是 ， 
Fu, y, 2 =0, =u; 再 (和 0 2) =0, y=%; 
Flw, y, WwW) =0, 2=w. 


如 果 平 行 于 某 一 个 坐标 面 的 平面 , 不 管 它 与 坐标 面 距离 多 远 ， 
而 所 产生 的 轮廓 线 永 远 是 实 截 线 ， 则 此 曲面 可 以 伸展 到 无 穷 
远 . 

【 例 4] 讨论 曲面 2 十 = 4 的 形状 ， 

解 : 1. 鹤 距 ”在 三 个 坐标 轴 上 的 截 距 都 是 0, 也 就 是 
说 , 曲面 通过 原点 . 

2， 截 部 

(1) 令 «=0, 得 % 面 上 的 截 部 是 抛物 线 呈 一 4 2 一 0，; 

(2) 令 y=0, 在 zz 面 上 的 截 部 是 原点 ; 

(3) 令 z=0, 在 wy 面 上 的 截 部 是 抛物 线 妇 一 和， z 一 0. 

3. 对 称 性 ”此 曲面 关于 wy 面 .% 面 及 y 轴 均 对 称 . 

4. 轮廓 线 

(1) w= 的 平 截 线 是 = 约 一 地， x 一 ww 利用 平移 


2 一 2 十 Ww 一 纺 十 妆 -，z 一 + 则 上 面 方程 可 化 为 22 一 yy， 
w=0， 此 表示 yz 面 上 的 顶点 是 新 原点 的 一 条 搬 物 线 , 也 就 
是 = 一 《上 的 顶点 是 (ww，- 气 -，0) 的 一 条 抛物 线 。 由 于 入 是 任 


意 实数 , 可 知 曲面 在 yz 面 两 俩 且 伸 延至 无 穷 远 .。 

(2) y=% 的 平 截 线 是 2 十 有 ”=4v, y=v.， 利用 平移 
% 一 %，Y 二 Y 十 2，Z 一 2 ， 则 上 面 方程 可 化 为 me 十 zi 一 4o， 
=0。， 此 表示 在 zw' 而 上 圆心 在 新 原点 的 一 个 圆 ， 其 半径 是 
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2M ， 当 Y%>>0 时 ,为 实 圆 ; gw<0 时 , 为 虚 圆 ;2 一 0 时 ， 为 点 
圆 .也 即 此 山 面 仅 在 xz 面 右 侧 ， 当 % 由 0 无 限 变 大 时 , 此 贺 
半径 无 限 伸 长 ,因此 曲面 伸延 至 无 穷 远 . 

(3) #2= w 的 平 截 线 是 史 一 物 一 WW 2 一 2 由 (的 讨 
论 可 知 : 曲面 在 wy 而 
两 侧 ， 且 伸延 至 无穷 
远 . 曲面 的 形状 匈 图 
5-8. 

【 例 85】 讨论 路 耐 

Ww? + bY? 一世 

(mg>0, 8>0) 

的 形状 . 

解 : 1. 截 距 ”在 各 轴 的 截 距 为 零 , 曲面 过 原点 . 

2. 截 部 

(1D) 令 %=0， 在 多面 上 的 截 部 是 两 个 抛物 线 ( 郧 图 
E54); 

(2) 令 y=0， 在 zw 面 上 的 截 部 是 两 个 抛物 线 ( 见 图 
5-5); 

(3) 令 z=0, 在 224 面 上 的 裁 部 是 原点。 


we *- 
| 
加 ”55 


5-4 
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司 
起 


5-6 图 5-7 
3. 对 称 性 ”关于 坐标 面 、 举 标 轴 和 不 点 均 对 称 ， 
4. 轮廓 线 
(2“ 一 人 的 平 截 线 是 四 次 平面 则 线 
zs bya wy 或 y= + au) (2 awy), 
% 一 纪 ( 见 图 5-6)， 有 曲 闸 在 yz 面 的 两 侧 伸 延至 无 旁 远 . 
(2) y==v 的 平 截 线 是 只 一 中 好 十 下 人 39 一 2 多 见 图 6-7)， 
曲面 三 zz 面 的 两 便 伸 延至 
(83) “一 人 的 平 截 线 是 
梢 图 czaz2 十 0302 一 2 2 一 如， 
当 妈 由 0 增 至 十 co 时 ,椭圆 
变 大 , 当即 由 一 c2 减 至 0 时 ， 
椭圆 变 小 , 曲面 在 xy 面 两 侧 
都 伸延 至 无 穷 远 . 
5. 过 > 轴 的 平面 y=kxw 
的 平 截 线 是 
= (0 bh), 
Yy =k%, 
这 表示 两 个 抛物 线 


好 一 tw vat Dk, y= Eg, 

曲面 的 形状 如 图 5-5， 

【 例 6】 讨论 曲面 V4 十 MD 二 M2 一 /9 (4 之 们 的 形 
状 、 
解 : 1. 截 距 令 y=?=0, 得 z 轴 上 的 截 距 为 4， 辣 理 ， 
在 y 轴 及 >z 轴 上 的 截 距 都 是 4, 

2. 鹤 部 邻 z=0, 得 刀 画 上 的 蕉 部 是 批 物 线 纹 , 与 yY 轴 
及 z 轴 分 别 急 于 B(0, a 0) 及 C0, 0, 0) (下 图 天 98(c 7， 同 
理 ， 在 zw 面 上 的 截 部 是 抛物 线 弧 ， 与 x 轴 及 z 轴 分 别 急 于 
C0，0，o 中 和 A4tw，0，0); 在 2 面 上 的 截 部 是 抛物 线 弧 ， 
与 z 加 及 y 轴 分 别 急 于 44a，0，0) 和 B00，g,，0) ( 见 图 
5-9(8))., 


图 5-9 
3. 轮廓 线 zw 的 平 截 线 是 VytV2Y=MVa~-Vw， 
vz 一 ww，。 当 a>w>>0 时 , 此 平 截 线 为 实 截 线 , 旦 是 抛物 线 弧 ， 同 
理 ， 与 其 它 坐 标 面 平 行 的 平 鹤 线 也 是 镍 物 线 弧 ， 由 于 所 选 的 
平面 有 限制 ， 且 x 之 0, y 之 0，z 之 0， 故 表 示 第 一 卦 限 内 的 一 
个 封闭 曲面 . 
实生 ”曲面 的 参数 方程 


在 第 三 章 第 二 节 介 绍 了 平面 的 参数 方程 ， 它 含有 两 个 独 
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立 参 数 ， 现 在 来 介绍 一 般 曲 面 的 参数 方程 , 
定义 ”已 知 一 个 直角 举 标 系 Ozyz.。 将 点 卫 (wm y, 2?) 裕 
示 成 两 个 变数 4, 2 的 函数 ， 即 
z= v), Y= G4, 0), t= hh, 2) 
(a<u<b, co<2<a)， (1) 
如 果 对 于 % 的 一 对 值 , 由 人 确定 的 点 了 (cz 2 台 痢 在 某 一 
曲面 上 ; 反之 , 这 曲面 上 的 每 一 点 的 谷 标 都 可 以 和 由 以 2 的 某 
一 对 值 通过 (了 D 来 表示 ， 册 (DD 电 做 曲面 的 参数 方程 ， wu， 2 则 
做 参数. 详细 地 说 , (1 了) 叫做 坐标 形式 的 曲面 的 参数 方程 ， 出 
《了 可 以 得 向 量 形式 的 曲面 的 参数 方程 , 即 
P= 让 (w， wi- og IIHhO, oR 
(a<ub, CSI). (2) 
如 果 将 (1) 中 的 两 个 参数 入 wv 消去 ， 就 得 到 了 (x, yy, z) 
=0, 这 就 是 前 面 所 提 和 到 的 明 面 的 方程 。 与 参数 方程 相对 照 ， 
F(z y, 2) 一 0 有 时 称 为 曲面 的 普遍 方程 . 
由 于 (DD) 中 的 如 v 可 以 用 其 它 参 数 以，w' 来 替换 ,所 以 有 曲 
面 的 参数 方程 不 是 唯一 的 ， 例 如 
WB, 9), v=, 2!) 
(ew pb, yu 0). (3) 
则 (了 就 可 以 写成 
ws=f [pu, ©), ph, 2) = Plu, v0). 
同 此 ， 
gV 一 好 (02 一 五 (0 (oe <b, yY<v 6), (4) 
{ 例 7】 求 曲 面 安 十 凤 十 如 一 好 的 参数 方程 . 
解 ， 令 x 一 7sin (一 于 < 和 $< 持 ), 代入 已 知 方程 中 ， 得 
十 纺 二 站 0c08:， 于 是 可 设 w=7cos 中 0080,，y 一 7 co0s ain0 
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(~-x<9<w)， 所 求 参数 方程 是 

z=7ro08Ppc090, y=7 CoB psing, 一 人 Mn 中 
关于 参数 少 和 8 的 几何 意义 见 第 六 章 第 一 节 . 

[ 例 8] 求 曲 而 * 一 wecosg, gwsin 和 z=w《 一 等 << 和 < 
加 ， 一 oo<u 必 十 oc) 的 普遍 方程 

解 ， 由 前 两 式 平方 相 加 , 得 

202 十 W2 一 0 

利用 第 三 式 得 


oa2 十 w9 一 23. 


习 题 与 ' 乙 


1， 说 明 下 列 方 程 表 示 什 么 图 形 ， 
《tb (Yb = 
(2) CXF 0; 
(3) (zw—0+ (yh); 
(4) (一 002 十 人 一 622 十 (2 一 上 一 0; 
《5 《一 002 十 (一 D)2 二 (2 一 0 十 只 一 0 
*(6) 2 二 lsing, 
2. 讨论 下 列 曲 面 的 形状 ; 


(1) 和 2 十 扩 2 一 1 (2) 所 十 只 一 4 
(38) + (4)》 T2 十 吧 一 只 十 2 一 0; 
(5) 2 一 02/; 《6》 久 一 4a2822 十 22) 


3. 求 到 点 (0，0，3) 的 距离 为 到 鸡 面 的 此 离 的 3 倍 的 点 的 轨迹 方程 ， 
并 讨论 它 的 形状 ， 

4. 求 到 平面 z+y=1 与 到 4 辅 等 距 的 点 的 轨迹 方程 ， 并 讨论 它 的 形 
状 . 

"5. 求 到 两 定点 的 距离 之 和 (或 差 ) 为 常数 的 点 的 轨迹 方程 。 并 讨论 它 
的 形状 . 8 . 
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提示 ， 取 两 定点 天 [oo 0, 0), 《一 c, 0 ;常数 为 24,] 
*6、 求 曲面 于 + 如 + 鼠 - 一 工 的 参数 方程 . 


[提示 ， 参 照例 6. ] 
*7， 讨论 其 面 xyz :03,4 二 0 的 形状 ， 


第 三 节 空间 曲线 


3'1I 第 一 个 基本 问题 


由 于 空间 湘 线 一 般 是 适合 两 个 条 件 的 点 的 轨迹 .于 是 选 
定 坐 标 系 以 后 , 以 (z, gy, 轧 为 某 条 空间 曲线 上 的 一 动 点 , 则 出 
此 点 所 适合 的 两 个 条 伴 就 可 以 求 出 食 zy, ? 的 两 个 方程 
了 (zy, 2) 一 0 和 G(x, y, 2) = 二 0。， 该 空间 曲线 上 的 任何 点 的 
坐标 都 适合 这 两 个 方程 ; 反之 , 如 坐标 适合 这 两 个 方程 的 点 必 
在 空间 虞 线 上 , 则 这 两 个 方程 叫做 该 空间 曲线 的 方程 , 2 2W 2 
叫做 动 点 的 流动 坐标 . 
推论 ”一 个 点 在 空间 山 线 三 4a y, 2)=0, G(x, y, 2 =0 
上 的 充 要 条 件 为 这 点 的 坐标 适合 这 两 个 方程 
【 例 1] 求 到 两 定点 前 距离 分 别 是 定数 的 点 的 轨迹 方 
程 . 
解 ， 以 二 定点 和 4 和 B 的 联 线 为 s$ 轴 ，4B 的 中 点 为 原点 
而 建立 坐标 系 ， 于 是 44 的 坐标 汶 (4，0，0)，B 的 坐标 为 
(一 上 0, 0) (4 下 0), 设 动 点 为 了 (w, y, z), 由 假设 得 ; |P4| = 
m，|PB|=n, 这 里 m, nn 是 定数 ,于 是 有 
(一 @)2 十 加 十 加 一 7 
Cv 二 十 2 二 9 
此 方程 组 等 价 于 以 下 的 方程 组 (经 加 减 而 得 ) 
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tg = 于 (m+ 一 2) 


= 1 3_ mm2 
tn m2)., 


此 即 记 求 空间 曲线 的 方程 

【 例 2】 求 到 三 而 角 的 三 个 面 所 在 的 平面 等 距离 的 点 的 
轨迹 方程 ， 

解 ， 取 三 面 角 的 顶点 为 原点 而 建立 坐标 系 ， 设 三 个 面 所 
在 平面 的 方程 的 法 线 式 是 

MTAYHv2=0 (i=1, 2, 3), 

动 点 是 了 lz, y, *), 由 假设 条 件 得 

[Nr + yt pv) = [Mt ay Tv | = [Nt et/ + vaz|, 


十 CN 十 Mg 十 2)] = + (Nott oad va) 
一 十 (az 十 Ha 十 ?ez) 。 
共有 十 十 十 ， 十 一 一 ， 一 十 一 ， 一 一 十 四 种 情况 , 每 种 情况 
都 表示 过 原点 的 一 条 直线 , 故 所 求 办 迹 是 过 顶点 的 四 条 直线 ， 
【 例 3] 求 到 三 面 角 的 三 个 棱 所 在 的 直线 等 距离 的 点 的 
轨迹 方程 ， 
解 : 取 三 面 角 的 项 点 为 原点 而 建立 坐标 系 . 设 三 个 楼 所 
在 直线 的 方程 是 


= v1 (tl1, 2 8), 
A i Vs 


动 点 是 PCr, y, 分 , 它 到 这 三 条 直线 的 距离 是 于 是 
= PY — eg) + Mp vt) +t Cp — Ny) 
= (Hv 
— Py2 — Av NS — DA ry 
一 (1—M)s+ (1— ny + (1 —v?)2 
一 2 DV NET — DAsmy. 
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由 假设 知 ; 中 一 噶 一 吸 , 从 每 项 减 去 裤 十 好 十 史 得 
和 AiZ3 十 rp pg OY VAT 十 2A1HIOU 
一 XEz2 十 内 202 十 2p223 十 2Hayagtz 二 2v2NagT 二 2No Lordy 


—Aiw way 二 vag 二 29ayz 十 92 和 az 人 十 2XsLsX21， 
即 
(Mt Hy + p12) = (Nav Hay + var)? 


国 = (Asjt Way + ver)®, 
从 而 有 
十 (Mw 十 Way 二 p12) = 土 (Nast +t pag 十 Vag) 
一 士 sz 十 Ag 十 zaz) 。 


所 以 轨迹 是 过 原点 的 四 条 直线 ， 
3: 安 ”第 二 个 禁 本 问题 一 一 两 个 三 元 方程 的 几何 总 义 


由 于 一 个 三 元 方程 了 (zx，y，2?) =0 一 般 窒 示 上 曲面， 故 方 
程 组 F(Z, vy, 2 =0, GCC 2 2) 一 0 一 般 玫 示 两 个 曲面 的 交 
线 ， 即 一 条 空间 巾 线 . 方程 组 iw 十 51y 十 c1x 十 1 一 0， 


az 十 Bay 二 ez 十 一 0 在- 生 ， 妊 ， 竺 不 成 比例 时 ， 就 表示 一 
条 直线 又 如 纺 十 池 =0; 壮士 蚊 一 0 表示 yy z=0 和 wz~y=0 
的 交点 , 即 原点 . 


我 们 已 经 知道 ， 一 条 空间 直线 的 方程 可 用 过 这 直线 的 任 
意 两 个 平面 的 方程 来 表示 。 因 此 一 条 空间 直线 方程 的 表示 式 
不 是 唯一 的 ， 同 样 表示 一 条 空间 曲线 的 两 个 方程 F(z,y, ?) 
一 0 和 归 (w, y% 绿 =0 可 以 由 与 它们 等 价 的 两 个 方程 来 代 竺 ， 
因此 空间 曲线 方程 的 表示 也 不 是 唯一 的 . 


3'3 第 三 个 基本 问题 一 一 空间 曲线 方程 的 讨论 


设 有 空间 曲线 F(z， 2 2z) 一 0， G(a， 2 2) 一 0。 一 般 来 
说 它 可 以 由 下 列 三 个 等 价 方程 组 之 一 来 代 巷 : 


.人 0 


Hily, 2) =0, Ho(z, x) = 0, 五 az， =0, 

人 £) = 0; (3 y)=0; LHi(y, ?)=0. 

这 些 等 价 方程 组 的 几何 意义 将 在 第 六 章 第 中 节 中 讨论 .由 于 
Wh 这 里 仅 研 究 每 组 中 有 一 个 方程 是 与 坐标 面 平 
行 的 平 押 的 情况 . # 

【 例 匀 ”讨论 方程 组 
42 十 好 一 487，2 一 4 所 表示 
的 空间 曲线 的 米 形 . 

解 ， 已 知 方 程 组 等 价 
于 2 一 44(y 一 4), zg 一 4 利 
用 平移 4 一 20，29 一 术士 少 
z 一 4 十 4 上面 方程 可 以 “” 图 5-10 
写成 2” 一 4y'，s*' 一 0， 这 表示 wy 面 上 即 z~4 上 的 一 个 抛物 
线 ， 它 的 顶点 是 (0, 4, 4) ( 见 图 5-10) 


3 和 空间 曲线 的 参数 方程 


在 第 下 章 第 一 节 中 曾 介 绍 了 空间 直线 的 参数 方程 ， 它 仅 
含有 - 企 参 数 . 现 在 来 介绍 空间 曲线 的 参数 方程 . 
”定义 ”已 知 一 个 直角 坐标 系 Ozyz， 将 点 (z，%， 9 表示 
成 皇 药 函 数 , 即 
oft), y= 9), z=h(t) (tety), (1) 
如 果 对 于 t 的 一 个 值 , 由 (了 DD 确定 的 点 Po gy, 人 都 在 某 一 条 
空间 曲线 上 , 反之 , 这 条 空间 曲线 上 每 -点 的 坐标 都 可 由 # 的 
某 一 值 通过 (1) 来 表示 ， 央 (1D 称 流 空 间 拘 绕 的 淹 雪 祁 帮 ， t 称 
为 参数 . 
详细 地 说 , (1) 称 为 坐标 形式 的 空间 曲线 的 参数 方程 ， 由 
(1 可 以 得 到 向 量 形式 的 空间 有 曲线 的 参数 方程 , 即 
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P=f(Di+tgF th (etet), (2) 
如 果 ( 革 中 的 参数 t 可 能 消去 而 得 到 
Fv, y, 2)—0, G(w, y, 2%) =0, 
这 就 是 前 面 所 提 到 的 空间 曲线 的 方程 . 与 参数 方程 相对 照 ， 
它 有 时 称 为 空间 曲线 的 普遍 方 考 由 上 面 第 二 个 基本 问题 可 
以 得 出 空间 曲线 的 普遍 方程 也 不 是 唯一 的 . 
由 于 (1) 中 的 tt 可 以 用 其 它 参 数 碎 来 符 换 ,所 以 空间 曲线 
的 参数 方程 也 不 是 唯一 的 ， 例 如 t=$() (a<v<8)， 则 1) 
就 可 以 写成 
v=fI$t)] = F(t), y= (8), 2= H(t) 


(a<t<B). (8) 
【 鲍 5 求 空 间 曲 线 避 十 六 十 兴 一 22， 十 妨 一 03 的 参数 
方程 
解 ， 将 已 知 两 个 方程 相 减 , 得 2 一 @? 一 83, 
即 4— 土 Map. 


故 已 知 方程 组 等 价 于 2? 二 六 一 如 ,2 一 土 VB 一 妨 ， 所 求 参数 
方程 是 
w=bcos0, y=bsing, xz 一 /oo5 一 和 《0 一 0 去 2or) 
和 . 

w=—beosg, y~bsing, s—— Va ~b (0<0<2n). 
且 4 之 5 时 ,为 实 轨迹 ; <<3 时 ,为 虚 轨 迹 , 

I【 例 6) 求 昌 线 %=cost, y=aint, z= 给 t1(0 之 t 志 2m) 的 
普遍 方程 . 

解 : 将 前 两 式 平 方 相 加 ,得 2?-+-s1， 青 将 前 两 式 代 入 
第 三 式 ,得 ~ 世故 所 求 的 普遍 式 是 

wy = Y= 2 
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( 例 71 求证 空间 昌 线 5 二 g 一 子 代 一 汉王 仁 一 区 


(一 co<t<o0, 地 0) 在 一 个 平面 上 , 且 求 所 在 平面 的 方程 . 
【证 及 解 】 不 论 1 信和 如 何 , x 一 yy 十 zx 一 1, 妈 己 知 空间 曲线 
上 的 所 有 点 都 在 平面 x 一 y 十 ?2 一 4 上 .。 故 已 知 曲 线 是 一 条 平 
面 曲 线 ， 了 
习 题 5:3 
巧 。 说 现下 列 方 程 表示 什么 图 形 : 
C1) {too (yb) =0, 2 一 0; 
(2) B+ =0, 2=0; 
(3) 《z 一 902 十 (9 一 D72? 二 (2 一 2 十 92 一 0，2 一 [0 
C4) 2%2 十 急 十 工 一 Sin zy，z 一 人 
2. 证 论 下 列 空间 曲线 的 形状 . 
《了 23 一 4 一 8>，2 = 了 
(3) 包干 好 一 4 十 8 一 0 y=4, 
3， 求 到 三 个 坐标 面 等 距 的 点 的 轨迹 方程 。 
4. 求 到 三 个 坐标 轴 等 距 移 点 的 轨迹 方程 ， 
“5. 求 到 两 定点 等 距离 , 又 到 另外 两 定点 也 等 距离 的 点 的 轨迹 方程 , 并 
加 讨论 . 
6. 求 空间 曲线 十 护 一 中 ，# 一 太一 切 的 参数 方程 。 
7. 已 知 空间 曲线 
Ta"Cost, 一 orkin2t z=—a'sin2t (0<t<m). 
(1) 求证 它 在 一 个 平面 上 , 且 求 所 在 平面 的 方程 ; 
《3) 求 它 的 普 记 方程 , 


第 四 节 ”空间 坐标 变换 


准 ' 坐标 系 的 平移 ( 续 ) 
焉 第 一 章 第 一 节 中 已 经 推出 平移 公式 (1) .， 现在 仍旧 采 


用 那 种 记 法 ， ， 用 向 量 再 推出 公式 (1). 在 第 一 章 图 1-13 中 . 
OP 650 五， 又 新 系 和 旧 系 的 三 个 基本 向 量 相同 ， 都 是 
2 7 大， 因此 

OB -zi yf +sk, O0 -at 二 btek, 


OP= yi ty zk. 
于 是 化 为 


iy teaR = wv to tt oF Ce' tek. 
比较 之 , 即 得 第 一 章 第 一 节 的 (1) 式 . 
与 平面 解 本 几何 中 平移 前 作用 -- 样 ， 利 用 适当 的 平移 变 
欣 可 以 消去 曲面 方程 中 所 含 的 一 次 项 . 
[ 例 1】 利用 平移 化 去 曲面 


0 十 82 十 6z3 十 Pa 十 200 十 2202 十 一 0 (abca0) 
中 的 一 次 项 . 


解 ， 和 将 已 知 方 程 配方 ,得 
TD +c(s+ 健 ) ee 


+ -dd. 


| 
as 


为 新 原点 作 平移 , 上 式 化 为 
az 十 2 二 oz 一 全- 十- 全 十 一 
绾 即 新 系 下 的 茹 面 方程 . 
{全 2】 以 Ce 61, 61)) Os《0s，02，C9) 为 新 了 原点， 名 


平移 得 两 个 新 华 标 系 .。 求 CD 前 中 点 分 别 美 于 这 两 个 新 坐 
标 系 的 学 标 . 


解 ， 两 旨 平 移 公式 是 
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2 一 外 十 gl1， YY 一 全 十 bi 二 2 十 01 

和 和 zx 二 由 十 a, Y 一 咏 十 ba,，% 二 22 十 69 
这 里 (x,y, 引 是 一 点 在 旧 系 里 的 举 标 , (24, 多 21) 和 (ww2, 92, 为) 
分 别 是 这 点 关于 两 个 新 系 的 坐标 ， 又 O40Os 的 中 点 弄 在 旧 系 


里 的 坐标 是 ( 鱼 寺 -本 -2 二 于 是 MU 在 第 一 个 
新 系 里 的 坐标 是 ( 鱼 寺 血 一 ao 半 记 2 一 5 也 计 呈 一 0 ), 即 
( 宇 于 % 2 和 ,所 了 伪 ) 同 理 ,2 在 第 二 个 新 系 里 的 从 村 


Se 

【 例 3】 已 知 两 对 点 PiCzwi gi， 生 )、 了 2(22，Y2，29) 和 

了 s(xa，Ys，23)、Pa(ma，Y4，%4)， 求 证 
Va — m1) 3 (Ya—y) + (eo 一双) 

和 《8s 一 21) (oa 一 za) 十 (ga 一 及 ) 《24 一 Ya) 十 (23 一 21) 《24 一 9) 是 

坐标 平移 下 的 不 变 式 , 并 说 明 它 们 的 几何 意义 . 

【证 及 解 】 以 (g,5,0) 为 新 原点 , 利用 平移 将 Pi(%, ,20) 
变换 为 Pw, yi 4% ) 区 二 1，2，3,，4) .由 平移 公式 4% 一 及 十 &， 
级 二 十 b, 和 一 十 6 得 出 

0 一 和 一 2 一 0 Ya 一 组 一 2 一 和 如一 所 一 委 一 各 ; 
Va— Ls— mv Ya—Y3— YY %4— Lg—24—2, 
于 是 得 
Nra— m1) + Cys —Y1) + (za —21)” 
= MV (L220) + (YY) +s2—21)" 
tg ~— 81) (Va zs) 十 (Ya —Y1) (Ya — Ys) + (Ko —K1) (Ka — gs) 
= (2 — 1) (V4 — 3) + (Ya— 1) (Ya — Ys) 
十 (22 一 2) (24 一 3)， 
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这 如 证 明了 A 平移 下 的 不 变 式 .现在 看 它们 的 
上 几何 意义 ， 设 台 表 示 PP, 移 长 洪 ，8 表示 PP 及 了 Pe 了 fs 的 
夹 角 , 刚 

d= V(te or) (Wa 1) + (go— 21) 
{To — 0 
《ze 一 2 (Va — ts) + (Wa— Yi) (Ya ~— Ya) ) 

十 (za 一 红 ) (24 —%8) 

VV (vo 一 0)2 十 (ga 一 2T)2 十 【ga 一 2 ) ) 

XV Pa) 二 (34 一 oa 二 (2 一 23 六 


(v2 — 121) (zt 一 3) 到 (82 一 yn 《一 号 ) 

人 ) 

必 NTR) ~ 2 
x ~ (全 一 -02 十 《全 一 03 二 一 2 


从 几何 上 看 , 4 和 98 在 坐标 系 平移 下 显然 是 不 变 的 ， 


一 


cog 8 = 


生 ' 安 ”人 誉 标 系 的 旋转 


所 谓 空 间 坐 标 系 的 旋转 就 是 原点 不 动 ， 而 坐标 轴 的 方向 
变动 ,但 单位 线段 仍 不 动 , 这 与 平面 解析 几何 里 的 坐标 系 的 旋 
轩 有 相同 的 意义 , 可 是 情况 要 比 平 面 内 的 复杂 得 多 . 

先 来 看 一 种 较 简 单 却 又 非常 2 
有 用 的 情况 ， 这 就 是 .一 个 坐标 轴 
不 动 ， 另 外 两 个 坐标 轴 辕 绕 这 个 轴 y 
旋转 的 情况 在 图 5-1l 中 ，0Ox 与 
Oy 绕 0x 旋转 各 和 ， 得 到 0w' 与 4 9 
Oy'， 而 Oz 不 动 , 即 坐 标 系 Ozyx 经 
旋转 后 得 到 坐标 系 Ox'ys， 如 果 一 py 
个 点 的 新 、 旧 坐标 分 别 是 《wz，9，2) 图 5 1i 
和 (zw'， ,2 而 这 点 的 立 标 不 变 , 那么 横 标 与 纵 标的 改变 就 


pn a 


适合 平面 解析 几何 的 旋转 公式 ， 从 而 有 

定理 1 设 将 坐标 轴 绕 % 轴 转 9 角 ， 并 设 任意 点 的 旧 些 
标 是 (zy, ,新 坐标 是 (zw'，Y'，z), 则 有 

多 一 0 C00 — Ysind, y= singtoy'co0, z= 8%!, (1) 

当 仙 标 轴 绕 zz 轴 或 y 加 旋转 时 , 也 得 类 似 的 公式 . 

【 例 入 ”利用 旋转 变换 化 去 曲面 z= 人 十 wy 十 严 中 的 zy 
项 ， 

解 ， 由 平面 解析 几何 可 掘 :选取 适当 的 旋转 角 ， 利 用 泽 
标 轴 的 旋转 ， 可 以 化 去 普遍 二 次 方程 的 wy 项 ， 在 此 可 取 


9 一 45°， 从 而 (DD 式 化 为 2 一 各 二， 一 < 各 :- 于 是 
已 知 方程 化 为 
(EE) 
3 


[04 
2 YY 
Bg 


即 32 十 2 一 22 

{ 例 5】 化 去 曲面 十 态 十 人 2 一 2yz 一 2zw 一 2wy 一 中 的 
两 个 交 又 项 ( 指 gz 项 、 zz 项 、 wy 项 ). 

解 。 首 先 将 已 知 方程 变 为 (2 一 办 ?一 2 (2z 士 纺 十 呈 一 02， 
但 Zz 一 y 一 0, zx 一 0; 2 二 2 一 0 :一 0 是 忆 面 上 的 两 条 互相 垂直 
的 直线 , 于 是 就 可 用 此 两 直线 作为 新 轴 , 即 由 旧 轴 旋转 45? 而 
得 ， 于 是 地) 式 化 为 


本 pe 


多 一 ~ 2 y= AAA/ 2 
故 和 5 一 % 一 NIY, tty Dw, t= 
从 而 已 知 方程 化 为 


(~ 2) —2g (NV 22!) 十 2 一 02， 


一 一 之 7 了 一 一 


路 Oy 2 ON Tw! — a, 

【 鲍 6】 利用 平移 及 旋转 变换 , 可 将 

avw+ oy 二 eet+a=0, ei 二 #0 

化 为 z=0 或 y=0 或 z=0. 

解 ， 当 &~=8 一 0 时 ,已 知 式 化 为 cz 十 8 一 0, 此 时 c 关 0, 利 
用 平移 w=%', y= sz=-z 一 所 ， 上 式 化 为 w=0 

当 5 关 0 时 ， Pa 方术 作 st 2) -cz 一 0, 利 
用 平移 w=%', y==y' 一 ?一 2'， 得 az' 十 by' 十 cz' 一 0。 到 直 
线 2v' 十 by' 一 0; 2 一 0 为 新 2 轴 ， 即 取 旋 转角 4 适合 馈 9= 
一 各, 于 是 于 人 -< 一 和 zy， 一 十 I。， 利 用 旋转 


已 gv a+b 
2 = " ee y' =w" neitoy cos0, ¢ = , WM cz 十 


By' 十 cz' 二 0 化 成 ev 十 B29/'4-cz'' 一 0 即 5'y'" 寺 cz” 一 0， 但 
b' 关 0, 再 取 旋 转角 史 ， 适合 证 史 =- -二 ， 即 
A 


| ce EM pte 
利用 旋转 


如 一 了 一 co 由 一 2 sing, 
2 Sn 二 20s 史 ， 
网 B20 十 Gz 二 0 化 为 27 一 0. 
当 “过 0 时 情况 相同 。 
现在 研究 旋转 的 一 般 情况 ， 设 有 辐 原 点 的 两 组 直角 举 标 
系 Gvyr 和 Owyz (图 5-12)[ 注 .0 文 w' 加、W 轴 和 2 轴 关 于 
Os 的 方 回 角 分 别 是 3，B1, Y1; 02，Ba, Ya 和 rs，Bsa, Ya, 于 


[ 注 y OP Ya 可 以 恕 放手 系 sy 也 可 以 是 左手 系 9 
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是 z 轴 、y 轴 和 z 轴 关 于 Oz'y'z' 的 方向 角 分 别 基 cr，as，asi 
有 Bi，8。，A 和 jy，Y2， Ya， 它们 之 交 的 关系 可 用 下 表 来 表示 : 


5-12 


因为 a，B;，7Y4(i=1, 2, 3 是 新 轴 关 于 旧 坐 标 系 的 方向 
角 , 而 三 条 新 轴 是 两 两 惟 直 的 ,所 以 有 下 面 的 关系 
cos? oa 十 cos3 Bi 十 C08? Yi 二 1 
6083 os 十 CD82 Ga C08? yo —1 《2) 
co0s? ps -08? Ba 十 cos3 ys = 1; 
COS wa COS ws 十 008 Ba cogs Bs eos ys C09 ys—0 
CO8 Qs COS ou + cog Ba cos Bi1+ eos ys cos yi ~ 0 (8) 
cog cd CO Go 4- COs B1 0s Bs -Cos Yi COs yo =0, 
又 ey, a, tes B1, Ba, Ba Y1, Ya, Ys 是 旧 轴 关于 新 众 标 系 的 
方向 角 , 而 三 条 旧 轴 是 两 两 垂直 的 , 所 以 有 下 面 的 关系 
COS? oa 十 COS? os 二 GCOS? os 一 十 
cog? Bi1+ cog? Bo cos? Bs= 1 (4) 
COS? 1 十 COS? Ys 十 008? ya 一 1; 
Cos B1 cos Y1+ 08 Bz cos ya 十 cos Bs cosys=0 
COS 31 COS Wi1 + O08 Ta COS a C09 ys Co cs 一 由 (5) 
COS a1 C08 Bi cos cg 008 Bs + cos Bs cog ys = 0. 
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并 且 (3) 及 (3) 式 和 (4) 及 (5) 式 可 以 互相 推出 ， 这 里 就 不 作 推 
导 了 ， 由 (2) 及 (83) 或 (4) 及 (5) 可 见 在 九 个 方向 角 中 仅 有 三 个 
是 独立 的 [ 注 ]. 

以 上 的 关系 只 不 过 说 明 新 旧 坐 标 系 的 三 个 轴 都 是 两 两 算 
直 的 ， 但 并 没有 说 明 新 坐标 系 也 是 右手 系 . 为 了 使 得 新 坐标 
系 也 是 右手 系 ， 就 必须 再 加 条 件 . 现在 就 推 求 这 个 条 件 ， 用 
去 了、 天 和 引 7 、 天 分 别 表示 两 组 坐标 系 的 基本 向 量 ， 于 是 
就 有 


f'=icos os- 十 7cos By-kK eos yo 0 
"一 和 cogasg 十 cog Bst+kEcosys,. | 
因为 妈 、 7 无 形成 右手 系 的 充 要 条 件 是 人， 7', KE')>>0. 
从 另 一 方面 看 ，| (2', 7 天) | 表示 以 办 7、 天 为 楼 的 平行 
六 面体 的 体积 ， 由 于 这 个 平行 六 面体 是 单位 立方 体 ， 故 得 
| @ ,了 天) | 一 I， 因此 , 新 系 也 是 右手 系 的 充 要 条 件 是 
COSQ1 COSQ2 cog 0s 
cosB1 cosBs cos fs 
COS Yi US Ya COSYs 
当 新 系 是 右手 系 时 , 就 有 
本 cogod 7' Cog 02 Ke' cos as 


| 地 一 证 cog ad 十 coa Bi+ Kcosy1 
天 


一 工 。 C6) 


了 一 2 eos B: 十 访 cog Bo kK' cos Bs 《了 B》 
并 一 zco8s yi C0s y+ Ke' Cos ya。 
设 空间 一 点 卫 关 于 这 两 组 坐标 系 的 坐标 分 别 是 Cw, y, 2 
和 (2%', y,*). 于 是 就 有 
OP=rity +k 和 OP=wi 27 十 2 


[ 注 ] 欧 拉 (uier) 阐 用 三 个 角 表 示 三 个 独立 参数 。 这 三 个 角 叫 欧 拉 角 。 由 
于 讨论 比 较 复杂, 这 里 就 不 进行 讨论 了 。 
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从 而 得 
my ty tz kk" | (O) 
将 (A) 代 入 (QO) ,比较 两 端 六 了、 下 的 系数 ,得 
t=%' C08 HY O08 ps 十 2 GOS Os 
| cogs Bi1+Y' cos Ba 十 2 cos Bs | 《77 
Y 一 008 3 十 fc0378 十 2 0D9 ys. 
将 (B) 代 入 (0), 比较 两 端 红 六 .Ke' 的 系数 ， 得 
bl! 一 和 608ad 二 Woo0g B12 CO yr 
ene ryote 区 (8) 
2 = HCOS syY C09 Ba C08 Ys, | 


ee 


归纳 上 述 ,得 

定理 2 设 zl 与 Ow'y'w' 为 同 原 点 的 两 组 右手 直角 毕 
标 系 ， 又 Ow，Oy，Oz 关于 Oeyz 的 方向 角 分 别 是 m4，Bs 
Y1; 02, Bz, Ya 与 az， Bs, Ys, 而 且 空 间 一 点 了 的 两 组 坐标 为 
Co yy 及 (wz), 则 有 垄 标 变 换 公式 (7) 及 (8). 

定义 “方程 组 (7) 及 (8) 叫做 坐标 系 的 旋转 公式 . 

注意 1 旋转 时 ，0O Oz'; OF Oy' 及 O27 0z 三 个 角 
不 见得 相等 

2，(7) 及 (8) 两 组 公式 可 以 归纳 成 下 面 的 表 , 以 便 记忆 . 


【 例 7】 已 知 (6) 中 


1 2 
CO8 cd 一 去 -，008 有 一 一 二 ，cogs Qa 一 一 
th 


3 


I 
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又 知 By,> 李 ,os 一 至 ， 试 求 (7) 式 并 用 以 化 简 方程 
7 十 503 十 622 十 402 — 4er m0. 
解 ; 出 于 cos3 a 十 809 aa 十 cos os 一 二 故 得 cos as 一 土台 


但 Ga 过 也， 喜 有 cos as 一 3 又 由 cos? F1 -Hoos3 Bs 十 0c08? Ga = 1， 


得 cos2 Bs 十 CO Bs—2, 
又 cos cd*cos 1 十 cas rat GOS Ba + cos aasc0g Ba 一 0， 
得 cos Ba 一 cos Bs 一 于. 
解 此 两 方程 , 得 
co Ba ~ 和 3, cos Bo 一 立 ; cos /一 - 壮 oos Pa 一 一 去 . 
又 因 Bs> 马 ， 
故 有 cos Ba 一 一 豆 ， cos Ba= — 荆 . 


由 Cos B1* CO Y1+ cog Ba eos ya 008 Ga tos ys =0, 
CO Y1* COS 1 + CO8 Y3" 008 0 COS Ys C08 2s =0, 
得 COSY1—2c08 Yt+2c087Ys=0, 
2cos7y1 十 200g73 十 cos7s 一 0. 


解 之 ,得 计生 
但 C09” y1 + cog ya co0gs ya =1, 
故 有 482 二 -482 十 有 2 一 于 
即 b= 8 主 二 
、 2 
所 以 COS ?3 一 = cos7a 一 可 ， oos3 一 全. 


因 新 系 也 是 右手 系 , 由 《6) 得 


3 3 3 
2 2 e | 
2 
| 
3 3 3 
所 以 。 一 一 1, 放 (7) 式 化 为 
= 去 (2 —2Yy +22), Y= -车 Ca: 上 281 十 的 


sz 一 去 (2¢' — of — 22)., 


将 此 变换 代入 已 知 曲面 方程 中 ,得 
2 十 2y 3 十 213 一 

【 例 8] 设 和 A pi v1 Na, Ja, vs Mas，pa 为 新 右手 直 
角 坐 标 系 中 三 个 坐标 轴 的 方向 余弦 求证 本 

AI 一 Me1g 一 Havs, HI 一 22Xs 一 aa 21 一 人 ss — Msgs 

Na = javi— Hivs, Ha— vaM— viNe, pa haji—~ Aes 

和 a 一 HDV3 ~ avi, Hs™—= yA — vay Vs= Ms — Myol. 

【证 】 由 公式 (3) 中 的 后 两 式 得 

MAa 十 Haat viva—= 0 AMst Hist vrs = 0, 

将 此 两 个 方程 看 作 是 以 Na，Ha， 纪 为 未 知 数 的 三 元 齐 次 方程 
组 , 解 之 , 得 


人 ER 
Have™— Hasvy PaNs 一 vaNa As1LLs 一 人 3153 


所 以 A1 3 万 (apta ea Liara) 7 fi 万 (vaNs No vaN\2), 
v1 —k (Nts — Mss), 
再 将 此 三 式 分 别 乘 以 A1 1 D1y 然后 下 加 ， 得 
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和 是 2 = RA Ceags 一 此 spay) 
十 Ma fpsXs 一 psXo) + v1 Mas — Aslia) |] - 
IA Pa v1| | 
| A pe Po|, 
As Hs Ys 
由 于 新 系 是 右手 系 , 由 (6), 得 上 =1, 故 有 
M1= jps— LEsz2， Wi 23 和 8s 一 28 从 2， 2 一 Nzpia — Xafin, 
司 理 可 以 推出 其 它 两 组 等 式 . 】 
【人 鲍 9] 求证 例 3 中 的 z 
NV (za — 1) ?+ (ga —Y1) 十 (ca 一生 )3 
和 (zs 一 妇 ) (os 一 2a) 十 (ya ~ gz) (Ys 一 -Ys) 加 (ea ~21) (za — £3) 
也 是 转轴 下 的 不 变 式 . 

【证 】 将 新 轴 的 方向 余弦 写成 A Hl, DE pr 2 Va 
As，Ks， va、 利用 旋转 Po go 加 变 成 os 人， 站) 刚直 
(7?), 可 得 | 

Wa — ti1 = (Zo— vw NT (Ya — 1) Nat (2 — 21) Nss 
Ya— Y= Pe— TNT (Yat (L2H; 
23—21— (Te— 0 D1 (Ye— YI) Va (L221) Vs. 
将 此 三 式 平方 相 加 , 再 利用 (2) 及 (3), 即 得 
(zs 一 2)3 二 (ge 一 久 )5 十 (za 一 辐 ) | 
— A/ (e200) tC + 2, 
及 由 4 一 V3 一 (04 一 05) 和 1 十 (V4 一 V3) Na 二 (24 一 23) Ns; 
Ya— Ys= (04 — 3) HiT (V3 — ys) Wat (2 — £3) ps; 
24— Ze — (Vy — 3) v1 CY — Ys) pat C24 ~ 23) vs, 
再 利用 (2) 及 (3), 即 得 
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《za — 1) (za 一 08) 十 《ga 一 4 (gs ~ Ya) 十 {ga —%1) (24— zs) 
= (go — 0) (WN— 0) 十 (的 一 的 ) (Ye ~ Ya) 
十 (42 一 名) (24 一 23)。 旺 


"44.3 一 般 的 坐标 变换 与 点 变换 


将 前 面 的 两 种 坐标 变换 结合 起 来 , 就 得 到 一 般 的 坐标 变换 . 先 设 坐 
标 系 Oxys; 经 平移 
zx, Y=Yy+b, z=23+0, 《A) 
得 到 坐标 系 OXY， 其 中 (a, 58, 0) 是 新 原点 关于 坐标 系 Ozyz 的 坐标 . 
再 设 坐 标 系 02y3 经 旋转 
了 一 好 cos cl 十 久 eosas 十 2 Cog rs 
y=7 Cos 6 + Yos Bata' cos ls (BY 
也 一 了 COS yity C03 yo + 8 COs ya， 
得 到 另 一 坐标 系 Gr'gyfz' ,其 中 a1 B11; oa Bz,Y3;，9a， Bs ya 分 别 是 
Oz， OY, 5 关于 Ozy2 《也 就 是 关于 Oxgyz) 的 方向 角 ， 
将 (B) 代 入 (4), 就 得 到 
区 二 TC03 G1 十 外 COS Gs 十 2'COS Cg 十 站 
2 一 COSB1+Y cos 2 十 2 cos Do 十 已 (9) 
3 一 2 C09S YI Y LOS y22 COS Ys+ 0 
另 一 方面 ,利用 (8) , 则 5B)> 变 为 
T=ToosatYyeos Bscosy 
4 =XG0s at Yeos Bast 2 cos ya (Oy 
2!—XCosags + cost ?cos ys, 
将 (4) 中 的 zy,# 代 入 (C), 得 
X=LCOSQG1TY CO B1+ 2 C08 y1-+ a 
1 一 Ceosaa 十 9g08 有 十 coSTa 十 于 《10) 
引 一 和 cosas 十 IgGos Bat sc0sya+t 0 
其 中 Q'= ~ (00sar tboospB- ecosy), 
b'=——~(4d6eo0sm2+beosly tecos yy), 
0=— {gc0sas tbeos Ba3+ecos ya), 
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我 们 必须 还 解 , 坐标 变换 指 的 是 同一 点 关于 新 、 旧 坐标 系 的 坐标 间 


CR 


的 变换 公式 公式 (9) 和 (10) 就 是 在 新 、 间 坐 标 系 里 一 点 己 的 间 吾 标 
(zy 驴 和 新 尝 标 Co 的 河 的 一 般 的 变换 公式 ， 

现在 研究 公式 《9 的 另 一 种 几何 解释 . 设想 点 固定 于 旧 坐 标 系 
内 ,也 就 是 说 把 也 点 与 举 标 铀 0s，0y 和 0z 着 作 是 一 个 整体 。 在 这 种 
假设 之 下 , 把 坐标 轴 0¢, Oy, 0s 报到 新 位 置 O12',， 0O'y ,0'z'; 这 时 三 点 
就 被 搬 到 它 的 新 位 置 PP 点 (图 5 13).， 设 忆 和 P' 关于 Oxyz 的 坐标 分 
别 是 (zy， 2) 和 《5 和， 2 人)， 几 于 三 与 Or O'y, 02 的 相对 位 置 正 
妈 | 卫 与 0x, 0y, Uz 的 相对 位 置 一 样 ， 因 而 P' 关于 Ozgz 的 坐标 正 是 
(Ty 四， 这 时 在 公式 49) 内 ko y, 区 应 看 作 是 P' 的 新 坐标 ( 妈 关 于 
DwyY 的 坐标 》, 而 (ZT', Y'， 2 有 反 看 成 是 忆 的 月 坐标 ( 即 关 于 Oxya 的 华 
标 )， 国 此 , 在 公式 49) 里 将 (2 yy 纺 与 Gz of 瑟 换 就 得 到 ， 


生 
P's Y, ») 


电 ”六 
Plsz, y, #) 


图 5-13 图 14 
定理 8 一 点 P(x, yj 四 移 至 Px', yy,， 2 ), 划 有 
TTCOStYyCosayt eros ste 
te +2003/s -tb (11)y 
3' TCOB YTYEOS YI 二 T2008 yg + 6, 
定理 3 可 用 图 5-14 来 说明 ， 
定义 ”公式 人 0) 称 为 点 变换 公式 。 


屏 丁 与: 和 4 
1， 已 知 两 点 (ay 本 ,01) 和 09， Do 69)， 如 凡 PiPs 的 中 点 为 新 
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小 


《23》 < 和 一 了 -之 一 一人 


“原点 , 诈 坐 标 系 的 平移 , 求 已 各 Ps 在 新 系 下 的 坐标 : 
以 (a, b, 9 为 新 原点 ， 作 坐标 系 的 平移 ， 求 下 列 方 程 在 新 系 下 的 


方程 : 
{1) ar+pby +orra +h te 


用 


td 73 


(3) mI yt 2ar—2by—20s+d=0. 


， 化 去 曲面 3r2-~ 8zy 一 92--522 二 5 一 0 由 的 交 及 项 ( 即 zy 项 ). 
， 求证 可 以 化 去 则 面 yz 二 #7 十 zy 二 4! 中 的 两 个 交 又 项 
， 证 明 二 直线 
两 两 直 交 。 今 以 此 三 直线 分 别 为 新 右手 坐标 系 Ox'y'z' 的 mr 辅 、 坟 
轴 和 和 ? 轴 。 恕 坐标 变换 公式 
. 证 明志 平面 
| 2 二 48 十 2z=0，27 一 bg 二 ?一 0， 20 Ty- 3z=0 
两 两 直 交 。 今 以 此 三 平面 分 别 为 新 右手 坐标 系 Oxzyz 的 War 面 。 
zw" 面 和 2y 面 ， 求 坐标 变换 公式 . 
.证 明 三 平面 
Y 十 4 十 2z 一 7，27 一 # 十 2 一 2， oz +y—3s=0 
两 册 直 交 于 (二 1, 1)， 今 以 届 ; 14,1) 为 新 原点 ， 先 作 平移 再 作 族 
转 ， 使 新 右手 华 标 系 的 三 坐标 面 分 别 与 已 知 三 平面 平行 ， 求 坐标 变 
换 公 式 ， 
人 好 天 3 
. 设 x= ~ 全 - < 恤 +- 三 . YY™ EE 使 之 成 
为 一 组 右手 系 的 转轴 公式 ， 
: a 
好 ) z+y+2=0; (3) 2 一 8 一 和 (3) Gn 
， 空间 内 有 » 个 点 P(ry, Vrs so) ee 2 7%) 经 坐标 变换 后 得 到 


Prrs Yr 的)， 求 证 


DS 
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是 不 变 的 ,并 说 蝶 它 的 几何 意义 ， 
*11， 设 jn 711 hz Ha za ja na 2 是 新 坐标 系 的 坐标 轴 的 方向 

余波 .如 果 新 系 是 右手 系 , 求证 
21—1 及 pL 


M2 Le 一 工 vo =0. 


Asa Mg 23 一 工 
[提示 : 用例 8.] 
“12. 同上 , 且 和 De dd Cy A 
A1 HL1 V1 3 Hi2 V2 
求证 : 


C1) 一 十 一 十 一 
As Ha3 3 


> {2) a: 已 :一 和 1 入 373 :post Piva 


第 五 节 ”曲面 和 空间 曲线 的 分 类 


SS:1 曲面 的 分 类 


在 解析 几何 里 , 其 面 是 由 方程 表示 的 , 办 此 根据 曲面 方程 
的 性 质 耐 将 曲面 进行 分 类 是 很 自然 的 . 

定义 ”如 果 昌 面 的 方程 是 代数 方程 (也 就 是 可 以 化 为 变 
数 是 ww, % “的 多 项 式 等 于 零 的 等 式 )， 那 么 这 个 曲面 就 叫做 
代数 曲面 ,方程 的 次 数 岂 做 代数 曲面 的 火 数 ， 和 
做 超 走 曲面 . 

于 是 代数 曲面 的 方程 可 以 写作 

Fv, Yy, 好 =P Avar ty 一 0. (1) 
其 中 2 9, ?是正 整 数 或 零 ; 且 4yper 至 少 有 一 个 非 零 , p 十 9g 十 7 
的 最 大 值 就 是 它 的 次 数 ，%t 次 代数 曲面 简称 % 交 曲面、 一 次 
曲面 方程 的 普遍 式 是 - 
0 十 29 十 ce 十 C 一 0D，c2 十 2 十 co3 关 0. 

它 就 是 第 三 章 所 介绍 的 平面 . 二 次 曲面 方程 的 普遍 式 是 
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a + By? + os + 2fys + Dgew + Dhwy 
-|- 2s -Dvy 4 22 i= 0, 
@ 十 如 十 十 所 十 十 天 0. 
这 将 在 第 八 章 里 进行 研究 ， 至 于 最 一 般 的 代数 曲面 要 在 比较 
高 深 的 代数 几何 时 才能 研究 . 
注意 ”上面 的 曲面 分 类 法 ， A 
分 类 法 也 完全 适用 . 
同一 个 路 夯 因为 所 选 的 坐标 系 不 同 ， 可 以 用 很 多 个 不 同 
的 方程 来 表示 , 为 了 将 曲面 分 类 , 必须 证 明 
定理 1 在 一 个 直角 坐标 系 中 , 一 个 曲面 若是 % 次 曲面 ， 
则 在 其 它 任 意 直 角 坐 标 系 中 , 它 了 出 必 是 mn 次 曲面 . 
【证 】 由 上 节 公 式 (9) 知 一 般 的 坐标 变换 为 
w= 008 OT COS Oa Tg COS 03 二 0 
2 一 QI 008 6+ yy cog Bt! cos Bs+6 (Cx) 
g 一 0 co8 7 十 久 C08 ya! C08 ys 0 - 
因 ( 了 式 中 的 每 一 项 是 一 个 单项 式 ， 也 就 是 说 : 每 项 是 某 整 系 
数 和 变数 2, y, z 的 正 整 次 室 指 乘积 , 将 (*) 代 入 (也 式 后 去 六 
所 有 括 弧 ， 便 得 到 一 个 方程 。， 它 的 左边 是 由 若干 个 2'，y',z 
所 组 成 的 若干 个 新 的 单项 式 的 和 . 故 作 这 样 的 变换 后 , 方程 
的 代数 性 质 并 不 改变 ， 
其 次 , 再 证 明 方 程 的 次 数 也 是 保持 不 变 的 , 因为 (*) 是 关 
于 wi 绑 和 zz! 的 一 次 式 ， 所 以 将 (x) 代入 (了 ) 式 后 所 得 到 的 新 
变数 w、Y 、* 的 单项 式 的 次 数 不 可 能 高 于 % 次 ， 那 么 , 有 没 
有 在 变换 中 互相 抵消 而 降低 次 数 的 可 能 呢 ? 假定 从 一 个 直角 
坐标 系 Owyx 变 为 另 一 个 直角 坐标 系 O'a'gy'z ' 时 , 某 一 个 代数 
方程 的 次 数 可 以 降低 , 那么 当 用 相反 的 变换 变 回去 时 (也 就 是 
在 (*) 中 用 w', YY 表示 2,9,z 的 变换 ), 它 的 次 数 就 必然 升 
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高 .但 由 上 述 已 经 知道 , 这 是 不 可 能 的 . 因此 定理 得 以 证 明 . 玫 
[ 例 1] 求证 V+vV9y4NY = 二 MQ (g> 中 是 代数 曲 
面 , 且 求 它 的 次 数 . 
【证 及 解 】 将 已 知 方程 移 项 ， 得 
Mi%+vVy=MVu -Mz, 


平方 化 简 ， 得 
Z 十 9 一 2 一 g= 一 2 十 so )， 
再 平方 化 简 , 得 
(w+y—z— 0) =4(wy+ari+ dVary), 
去 括 强 化 简 , 再 次 平方 , 则 得 
[w+y 二 2(Cy+rwt vy) —20(2+y+2) + wl] 
= 64ary2. 

这 表示 一 个 四 次 代数 曲面 . 

关于 代数 曲面 的 砍 数 有 以 下 的 定理 ; 

定理 2% n% 次 曲面 的 平 截 线 必 是 代数 曲线 , 且 它 的 次 数 不 
离 于 %%. 

【证 】 出 上 一 节 的 例 6 知 ， 任 意 平面 经 过 坐标 变换 后 可 
以 得 到 2 一 0、 又 由 于 % 次 曲面 方程 可 以 写作 了 (w, 2 人 一 0， 
其 中 wo gy, 5) 是 ww 次 多 项 式 ， 将 z=0 代 入 F(x, y, 2) =0 
中 ,得 到 平面 曲线 《x,y, 0) =0, “一 0 这 个 平面 曲线 必 是 
代数 曲线 , 上 且 它 的 次 数 不 高 于 中 并]，3 

定理 3 ?次 曲面 和 任意 直线 交点 的 个 数 不 多 于 2. 

【证 】 通过 这 条 直线 作 一 平面 , 根据 定理 2, 它 和 ”次 曲 
面 所 成 的 平 截 线 的 次 数 不 超过 % .曲面 与 这 条 直线 的 交点 就 是 
“[ 注 】 例如 二 次 曲 末 名 一 2 二 3 与 8 一 0 的 交 线 是 直线 4 十 2 一 0, z 一 0。 它 是 

一 次 井 线 . 
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平 截 线 与 这 条 直线 的 交点 .但 是 次 数 不 超 过 的 平面 曲线 和 
一 条 直线 的 交点 的 数 月 是 不 超过 呈 的 , 于 是 定理 得 以 证 明 ， 了 


操 ' 巴 空间 曲线 的 分 类 


利用 曲面 的 分 类 就 可 以 将 空间 曲线 进行 分 类 .两 个 曲面 
都 是 代数 曲面 , 则 它们 所 产生 的 空间 曲线 叫做 空间 代数 曲线 ， 
否则 ,叫做 空间 超越 曲线 . 一 条 空间 代数 曲线 与 一 个 平面 的 交 
点 的 个 数 {包括 实 的 和 虚 的 [ 注 ]) 叫做 它 的 次 数 ， 呈 次 空间 代 
数 曲线 简称 为 ”次 空间 曲线 。 两 个 平面 如 相交 , 则 产生 一 条 
空间 直线 , 由 于 直线 与 平面 的 交点 仅 有 一 个 ， 故 空间 直线 是 一 
es 
一 条 空间 代数 曲线 由 于 所 选 的 平面 不 同 ， 则 它们 的 交 
定理 4 一 条 空间 代数 曲线 与 任意 平面 的 交点 (包括 实 
的 和 碟 的 ) 的 个 数 都 是 相同 的 . 
【证 】 设 一 条 空间 代数 曲线 是 2 次 曲面 F(t，y,，#) 一 0 
及 9 次 曲面 G(z, y, 2) =0 的 交 线 ， 于 是 它 与 平面 
Cg 十 Do 十 0c 十 G=0 或 aa 二 piV 二 cz 二 CC=0 
的 交点 的 个 数 都 是 pg, 因此 曲线 的 次 数 就 是 pg， 】 
【 例 2】 求证 2=cost,w= sint, z=tt (0<i 委 2m) 是 代 
数 曲 线 , 并 求 它 的 次 数 . 
【证 及 解 】 庙 前 两 个 方程 中 消去 所 得 oo 十 扫 = 届 再 将 前 


两 个 方程 代入 第 三 个 方程 中 , 得 到 *~ 亏 : 故 已 知 曲线 是 两 


个 代数 曲面 十 P= 与 y= 的 交 线 即 是 代数 曲线 .下 
面 推 求 它 的 次 数 . 


[ 注 ] 三 个 坐标 都 是 实数 的 点 叫做 穴 点 , 至 少 有 一 个 是 复数 的 点 岂 虐 点 。 
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作 和 参数 变换 谍 言 = 四 则 有 


.2w 4 2u 
Sin zt 一 Te cost— Tm’ tet i 
于 基 已 知 曲 线 方程 可 以 写作 
Pe 2 4 -一 2 
“TT YF ?I 


设 有 平面 az 上 os 十 Gd 一 0， 为 了 求 它 与 这 条 曲线 的 交点 的 
个 数 , 将 曲 Ne Wo 


Le 人 一 友 ) +2b] + +d=0, 


4 I+ 
Re -2b (1 0) +20u (1 es dd—u 一 0， 
这 是 公 的 四 次 方程 , 故 交 点 个 数 是 4， 中 这 条 代数 曲线 是 四 次 
沿线 ， 


习 题 5S:S 


1. 判断 〔〈 蕊 22 十 央 一 2 一 0 (2)s=arc 霹 站 是 不 是 代数 曲面 ? 如 时 
是 , 求 它们 的 次 数 ， 

32， 判断 sinz= 一 二 是 名 一 类 曲面 ? 并 求 它 与 z 办 的 交点 . 

3， 求 还 (i) T=t, 六 一 如，& 一 可， (3) 7 一 妇 ， 9 一 丰 ，2 一 友 是 室 间 代数 曲 
线 ， 并 求 它们 的 次 数 . 

. 求证 w=0ost, y 二 Sint,， 2 一 是 空间 起 栈 曲 线 . 

*5. 求证 3 二 VY 十 VY 为 代数 曲 巡 ,并 求 其 次 数 ， 且 研 究 它 的 形状 , 


本 章 提要 


.空间 图 形 ” 利 汀 图 形 的 几何 特征 引 由 轨迹 问题 。 一 般 地 ,根据 
动 点 适合 一 个 条 件 或 商 个 铸件 而 分 坝 得 到 曲面 或 空间 曲线 的 方程 . 然 
后 就 方程 讨论 它们 的 形状 、 

(Jp 曲面 分 两 类 ， 即 代数 曲面 和 超越 曲面 . 它 的 方程 有 尝 标 形 


式 的 普遍 方程 (一 个 方程 ) 以 及 坐标 形式 和 向 是 形式 的 参数 方程 (两 个 
参数 )， 


《3) 空间 曲线 ”分 两 类 ， 即 空间 代数 曲线 和 超越 曲线 。 它 的 方程 


有 坐标 形式 的 普遍 方程 《两 个 方程 ) 以 及 坐标 形式 和 向 量 形式 的 参数 方 


程 (- 


*10. 


一 个 参数 ). 


2 空间 柴 标 变换 ”有 平移 及 旋转 两 种 ,用 以 简化 方程 . 


复 习题 五 


， 求证 经 过 空间 坐标 变换 , 可 以 使 ?+y 十 z=0 变 为 新 的 zy 面 ， 
.求证 了 一 ! 一 六 27 一 一 9 一 33 X= 二 一» Y=0 可 以 作为 一 组 新 右手 


坐标 系 的 三 条 轴 、 并 求 Pt 2, 3) 在 新 系 下 的 坐标 . 


- 求证 经 过 坐标 变换 可 以 化 去 一空 十 吵 十 纺 的 交叉 项 . 
-在 平面 y 一 ix 上 有 一 条 曲线 5 一 (从 ，z 一 由 (有 ( 媒 <t<to)， 今 以 


8 一 jz (一 馈 及 为 新 的 好 平面 , 作 坐 标 轴 的 旋转 , 求 该 曲 钱 的 方程 。 


. 求证 VY 一 # 十 M3 一 5 十 Vw 一 gy 一 1 是 代数 曲面 , 且 求 其 次 数 . 
. 求证 Zz 一 多 二 ++ 久 Y 是 代数 曲面 , 并 研究 它 的 形状 . 
“已 知人 个 定点 Pr 《7 一 12.… .了 为 动 点 ,如 果 癌 |PPr1? 一 友 ， 


天 为 常数 , 求 卫 的 轨迹 方程 . 


求证 到 两 个 异 面 直线 的 距离 之 和 为 常数 的 点 的 轨迹 是 -个 四 次 


泪 面 . 


” 设 有 定点 Q 及 不 过 O 点 的 # 个 定 平面 ， 过 0 点 作 直线 与 此 ww 个 


平面 分 别 交 于 五 ，Po，…， Ps。、 在 此 直线 上 取 @ 点 ， 使 -5 了 = 
1 下 ee 

Pr 1 "+P-， 求证 外 的 轨迹 是 一 个 平面 . 

已 知 两 个 定 平 而 0354-by 十 eIz 十 一 0 和 Qoz+4-boy 十 eas 十 必 二 0， 

作 与 定 方向 平行 的 直线 。 求证 位 于 两 个 平面 之 间 的 线段 的 中 点 

的 轨迹 是 一 个 平面 。 


| 坦 示 设 轨迹 上 的 动 点 是 (z, yz), 定 方 向 的 方向 系数 是 5 mn， 
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MAY 


11, 


12. 


g 立 一 了 PF FZ—2 
is 动 丰 红 是 开 [ 二 =- 工业- 252， ] 
求证 
> 1+a?—b?—e3 i 2(abt ey) i 2(ac—b) 人 
1+@+b? 二 0c” Itaaftb+to? 1 二 bY 十 63? 
X= Dab—e) We 1 m2.-b?— ce? 二 23(pcete7  , 
L+Hb tie’ Tne? Tarbes 
2(an-1.b) 2Cbe— a) 1—a?—b2-+o? 


Trp (Tatbta’" Ttotoslo 
形成 一 组 湖 丙 垂直 的 三 条 射线 的 方向 余弦 [ 罗 德 里 克 (Tiodrigues) 
公式 ]. 
设 六 十 0? 十 YT 求证 

r=rC00+ (ry— ga)sinO+pI — eos pr 二 37 十 Y2， 

Y= X00 (pe—?rr sind +ali—eost) pri+aytitrs), 

3'= T0080+ (NT— PYsind tr(l— 6050) (pi+ay+ ra) 
是 一 组 转轴 公式 {网 拉 《Euler) 公 式 1]. 


思考 题 五 


三 个 单位 向 量 呈 两手 直 ， 称 为 一 个 标准 化 正 交 向 重组。 试 确定 一 
个 仅 含 一 个 参数 的 标准 化 于 交 右 手 向 量 组 . 


本 设 .m2 一 人 Ar， Krys vr} C7 归 2， 3)， 是 一 个 标准 化 正 交 右手 向 量 给 ， 


求证 
MM2U +t A 于 和 3328 = NAAN T3323 
[ 雅 可 FCJacobi) 关 示 式 ], 
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一 一 一 一 第 六 站 一 -一 一 
特 殊 曲面 


空间 解析 几何 所 研究 前 曲面 , 主要 是 二 次 曲面 ,但 是 也 可 
以 研究 一 些 非 二 次 的 特殊 曲面 。 前 面 已 经 看 到 : 利用 动 点 适 
合 菜 些 几何 特征 即 可 建立 曲面 的 方程 , 从 而 对 曲面 进行 研究 . 
本 章 将 利用 直线 或 曲线 适合 某 些 玫 何 特征 来 建立 一 些 曲面 的 
方程 ， 主要 讨论 由 直线 产生 的 桩 面 和 锥 面 、 曲 线 产生 的 旋转 
曲面 这 三 大 类 . 
第 一 节 球 面 
1.1 球面 的 方程 
定义 “与 一 定点 的 距离 是 定 长 的 空间 点 的 轨迹 叫做 球 
面 ;, 此 定点 岂 球 心 , 定 长 叫 丰 径 ， 
定理 工 以 Pozo, wo, ?0) 为 球 心 ， 
+ 为 半径 的 球面 方程 的 向量 形 式 
是 
IiP- P|=r. (DD) 
坐标 形式 是 
(wz vo) 二 (YO— yo) ?二 (#0) ?= 7 
(2) 
【证 】 设 卫 是 球面 上 的 一 动 点 ， 
则 BoP=|1P- P|， 由 假设 1BPoB| 一 r+, 即 得 (DD.， 
设 忆 ={z, y, x}，Po= {vo,yo,x0}, 由 (四 姑 得 (多 式 (网 
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定理 2 三 元 二 次 普遍 方程 
ur + oy os + 2fy2 tt Doe + 2hey 
十 202 士 220 十 222 十 也 一 (0 《3) 


多 一 五 一 和 天 0 f=-g: 0, 1 二 wad>0. (4) 
【证 】 i， 必要 条 件 ” ”如果 6) 表 示 一 个 球面 ， 则 一 定 可 
以 写成 (2) 式 的 形式 .将 ( 允 展 并 得 
一 2 十 0 十 哄 十 拘 一 12 二 0 (2') 
将 (3) 与 (2) 的 对 应 项 加 以 比较 , 即 得 
o_b 0o_1_ yg_h 
1 


1 1 0 0 0 

1 分 人 ty a 
We ;7 (~A%0). 
fo 一 zu — Ko 2 二 人 72 《 为 》 


二 ~- 和, G 一 《0 十 名 十 双 一 人)%。 将 最 后 一 式 酚 端 乘 以 和 即 
和 dA = (zoA) 3 十 《8oX) 2 十 (oN) 一休 22 
又 a 一 A， 故 有 
Qad = 二 wr, 

所 以 tad=wr? >0, 

2， 充分 条 件 设 4=8=c 天 0， f=g 一 hh 一 0， 则 (3) 可 以 
写作 

(e222) 十 2ug 二 229222 十 d 一 0. 


号 和 9 9 
(e+ 各 ) +(y+2) 十 ( :十 包 ) 
人 多 [有 


= td), 


配方 ,得 
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由 假设 址 十 六 十 Ww 一 QQ 这 0， 可 设 直 十 02 十 ww? 一 qd 一 @ 故 


CGO 


这 表示 一 个 球面 . 球 心 是 (一 间 ， 一 吕 ， 一 也 ), 半径 是 
VT -aada .1 


注意 当 如 F042 -ad-0 时 , 则 (3) 表 杀 一 点 (一 ,一 和 ， 
一 蔚 ) 当 邮 十 o2 十 如一 ad<0 时 , 则 (8) 没 有 实 轨迹 . 
又 (2 通常 写成 
2 十 十 如 十 2u8 十 2v0y 十 2wz 十 4 二 0， (58) 


(5) 式 中 合 有 四 个 独立 参数 ， 放 得 四 条 件 确定 一 闵 桓 。 (了 式 
叫做 向 基 形 式 的 球面 方程 的 普遍 式 ; (2 或 后 ) 式 有 做 坐标 形 
式 的 球面 方程 的 善 遍 式 . 
定理 8 已 知 四 个 不 共 面 的 点 P; (wi, Yi ze) =1,2, 
3, 4) .求证 过 此 四 点 的 球面 方程 是 

y+ ww yy 2 1| 

人 十 依 十 和 党 0 WY: 2 1| 

代 十 信 十 喧 wa Ya 2 1|=0. (6) 

wy 十 验 wa Ws zs 1 

wi 十 Yi 十 寻 wa Ya 24 1 

【证 】 设 (5) 式 为 所 求 , 因 过 了 ;一 1, 2, 8, 和， 故 有 
w+ ye ust 2 2w% -t+ d=0. (A,) 

将 (区 式 及 (Ai 式 看 作 是 以 四 vt, 4 为 未 知 数 的 五 个 方程 ， 
它们 有 解 的 充 要 条 件 基 (6) 式 ， 妈 所 求 的 方程 ( 见 附 录 第 三 
节 )》， 在 (6) 中 按 笋 一 行 展开 ( 兄 附录 第 一 节 )， 入 十 多 十 祝 的 
代数 余子 式 是 
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人 


Wi Yi 3 好 
Wa Ya 如 
wa Ys zs 
wd4 Yi Ps 
出 于 四 个 点 不 共 耐 ， 故 此 行列 式 不 Pp 
是 截 人 3.2(5))， 因 此 《90) 式 展开 
后 , 即 可 写成 (5) 的 形式 , 从 而 知 是 ”2 起 
一 球面 ， 1 
【 例 1] 求 以 二 定点 构成 的 线 
段 为 直径 的 球面 方程 . 
解 : 设 二 定点 是 Pi (zi 2 21) OD 
和 Paws, yo, 29)， 又 PPs 的 中 点 四 
M 是 ( 匀 各 ， 扫 让 歇 ， 委 和 ) PiP,~ 记忆 ,Pi 让 ~ 


雪 (P 一 P)， 册 ( 力 得 所 求 的 球面 方程 的 向 量 形式 是 


HL FF 


IP-M|- 训 |P-Rl. 
化 不 坐标 形式 是 
-2 2) (ey 
一 于 [za 一 21) ?二 (Ys —Y1) ?+ (xs 一 好 ) 3]. 

化 简 得 

(一 0 人 2 一 Za) 7 YY) (9 一 加 ) + (2—2) (2—%s) =0. 
注意 设 卫 是 球面 上 的 一 动 点 , 则 PPs [PPs, 好- 
了 :了 P 一 0, 故 有 (PP 一 了 DD): (到 一 大) 一 0。， 比方 牺 本 为 所 求 的 球 
面 方程 ， 

下 面 推 求 以 原点 为 中 心 , ?为 半径 的 球面 的 参数 方程 . 
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由 球面 上 的 一 点 Plw, gy 力作 了 PN 与 面 相 垂 直 ， 再 
作 和 4, 入 B 分 别 与 2 轴 
和 yy 轴 午 站 (图 6-3)， 设 
AAON-:0, NOP=0, 
册 &=0OA= ON cosd, 
y=0B=ON sing. 
z= NP-=-OPsing, 
ON = OP cosy. 


但 OP= 7, 
故 得 坐标 形式 的 球面 参数 “ 
方程 为 es 
w=rcop eos0, Y=—7rcospsing, =7sing, (7) 


当 -zz<b9s0 时 , 了 点 在 zw 商 左 侧 ， 当 0< gs 时 , 了 点 在 
zw 面 右 侧 ; 当 0<$ 专 亏 时 ， 三 点 在 路 面 上 侧 ; 当 -$< 


$<0 时 , 卫 点 在 oy 面 下 侧 .把 9 (一 xw<9<m) 和 中 (~ 等 < 
网 二 至) 分 别 叫做 经 度 和 纬度 ， 这 与 第 五 章 第 二 节 例 6 的 结 


果 相 符 食 。 这 样 , 球 耐 上 的 点 y 

Plw， gy, 四 除了 (0, 0, 土 思 外 ,与 

6, 路 之 间 建 立 了 一 一 对 应 的 关 

系 . 〈 有 也 避 以 写成 向 量 找 式 ， 9 

P=r(cos pcos0i -a 
十 cos 中 sing7 -sing 大) (8) 
由 于 卫 (cosg sin 分 可 以 作 

为 平面 内 单位 图 士 一 点 的 坐标 ， 

故 OP=icos0 -rj siugd 图 6-4 


一 -2 四 
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常 以 @( 丰 来 表示 (6-4)， 十 是 (83; 可 以 写作 
天 一 7[cos tel) +Rsing]|. (9) 
经 过 平移 , BL Polvo, vo, x0) 为 球 心 , 7 为 半径 的 球面 的 
坐标 形式 的 参数 方程 是 
w= roi ens cosd, 3 =yo}-7 cos ain gb, C10) 
2 -= Ko-I- 7 Hin , 
河 量 形式 是 
P= +7 [eos et9) 十 天 sin 中 ] ， (11) 
【 侈 2】 求证 空间 典 线 


42 


t 四 
了 
了 十 友 十 诈 
是 一 球面 曲线 , 旧 求 它 所 在 的 球面 方程 ， 

i 证 及 解 】 不 论 t 信 如 人 向 , 都 有 
达 人 十 妇 寸 在) 
USEF TrBi 
故 已 知 空间 曲线 在 球面 如 二 妨 十 民 =y 上 , 因而 它 是 一 -条 球面 
曲线 . 


(—o0<t< +o0) 


名 


2 十 892 十 妇 一 


“了 .全 球 坐 标 系 

现在 介绍 其 它 学 科 常 用 的 一 种 空间 坐标 系 -一 - 球 坐 标 条 ， 也 叫 室 
间 极 类 标 系 . : 

已 知 空间 直角 举 标 系 ， 又 知 任 一 点 PCx, y, *)， 它 在 坊 而 上 的 射 
影 是 NN， 又 叉 福 名 及 Y 办 上 的 射影 分 别 是 和 4 及 如 ( 见 图 6-5)， 设 
LAON=0, ZNOP=$, OP--7, 由 图 可 知 

人 = G08 的 cs 1 一 cos 办 Sin 日， z=78in 中， (12) 


汉 TT 
其 中 0<r<1 os 一 <9<m， 一代 二 < 到. 
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这 里 4r，6, 吼叫 做 三 点 的 球 上 坐标 或 空间 极 上 坐标 ， 
由 《2) 即 得 


本 和 了 


由 加 
= 上 TGS1D 一 
区 


。 总 
~arosin 33; 


下 
arGGos 
o-| Ya2 十 所 


一 arceos -~ 二 一- 
人 


《]3) 

于 是 当 -- 点 的 球 举 标 已 知 了 时， 出 (3) 即 可 知 它 的 直角 党 标 ; 反之 ， 
当 一 点 的 直角 举 标 已 知 时 ,由 (ft3) 芭 可 知 它 的 球 坐 标 ， 但 > 轴 上 点 的 
球 坐 宗 不 唯一 确定 【2) 及 (13) 是 直角 坐标 与 球 坐 标的 坐标 变换 
公式 。 
1: 当 ”点 与 球面 的 关系 

设 有 以 Po (a0, Yo, 2?0) 为 球 心 ， 7 为 半径 的 一 个 球 面 五 ， 
Pls, y, 芒 是 任意 一 点 . 于 是 三 在 五 的 外 部 .内 部 和 球面 上 
的 充 要 条 件 分 别 是 

[BoB!>r, |BoPl<r 和 |PoP|=¢. 

从 而 有 

定理 生 点 P(z, y, 加 在 以 Pofzo Wo, 20) 为 球 疙 、7 为 
半径 的 球面 的 外 部 、 内 部 和 球面 上 的 充 要 条 件 分 别 是 


Ct— 0 ?+ (yf — Yo) ?+ (2—20)?> 3, (14) 
(ZC— zo) + Cy ~ yo) + (sO— 80) <7, (15) 
(%—wo) tT (YYo) 二 (2—z0) = 7, (18) 


1.4 直线 与 球面 的 关系 
现在 我 们 讨论 过 点 Po(zo， go， zo0), 方向 余弦 是 和 jv 
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的 直线 
t=votth, y=yo+th, 2=20tty (17) 


和 球面 (5) 的 位 置 关 系 : 
将 DD 代入 (四 并 化 简 , 得 到 二 的 二 次 方程 
+2RI+S=0. (18) 


PAC A 

访 二 28 十 组 十 各 十 2uzo 十 2vg0 十 220 十 避 
方程 (18) 中 的 值 是 (17) 和 (5) 的 交点 与 Po 点 所 构成 的 有 
向 线段 的 大 小 ， 当 (17) 和 (5) 的 两 个 交点 不 重合 时 , 直线 (17) 
叫做 球面 的 割 线 ; 当 (17) 和 和 (5) 的 两 个 交点 重合 时 ， 直线 (17) 
叫做 球面 的 切线 ; 当 (1D) 和 (加 没有 交点 对 ,直线 (7) 叫做 球 
面 的 离线 ， 

定理 直线 人 7) 是 球面 与 ) 的 制 线 、 切 线 和 离线 的 充 要 

条 件 分 别 是 


(19) 


RS>0, (20) 
BR?—S-0, (21) 

和 
FR? 8<0. (22) 


【 例 3】 由 A4(a, 5, 9) 到 球面 (2) 作 切线 ， 切 点 是 全， 则 
切线 长 | 4T| 一 (a 一 wo)? 十 (6 一 yo) 3 十 (0 一 20) 3 一 r3. 

[证 】 由 勾 股 定理 得 

1A4T|~— VAP —r, 
CE 
但 4 必须 在 球 外 才能 作 切 线 , 由 (14) 可 知 
《CE 一 30) 十 (9 一 go)2-- (一 2z0)2 一 9 站 

故 切 线 长 为 实数 .， 卫 

【 例 和 ” 求 与 三 个 坐标 轴 都 相 切 的 球面 的 球 心 的 轨迹 . 
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解 ， 设 (5) 为 所 求 . 由 于 它 和 2 轴 相 切 ， Gs 0, z=0, 
代入 (5) 中 , 得 
2 2rd=0. 
此 方程 必 有 等 根 , 即 志 一 4 一 0。， 同型， 有 一 a=0, wd= 
0 联 Qd 一 2， 则 == 士 和 \, 9 一 土 和 , 2 一 土 ， 因此 与 三 办 都 相 
切 的 球面 方程 可 以 写作 
022 十 各 十 ; 人 0. 
由 于 符号 的 选取 共有 八 种 , 对 于 每 个 和 值 共有 八 个 球面 , 它们 
分 别 位 于 八 个 卦 限 内 . 且 球 心 坐标 是 ， 
wo TFA, Yo~ FA 加 = 王 )o， 
BD (= hh Dr Vs 
= he 
消去 入 后 得 所 求 的 球 心 的 轨 迹 是 
士 = 士 Y = 十 2 
此 表示 过 原点 的 四 条 直线 
VYy—2 -=-Yy—2 2 Y=2 和 w=y=—2, 
【 例 史 ”求证 到 两 个 球面 等 切线 长 的 点 的 轨迹 是 一 平面， 
且 此 平面 与 两 个 球面 中 心 联 线 相 牌 直 a 球面 的 
报 面 ). 
证 】 已 知 两 个 球面 
Sj 三 2 二 0 (=:1,， 2). 
设 有 动 点 Pokzo yo 2 ， 由 例 3，Po 到 这 两 个 球面 的 切线 长 
将 是 
Vet touro tv twatd G=1, 2). 
根据 假说 , 已 们 相等 , 此 有 
培 十 呈 十 过 二 220 十 22ao- 201so 十 雪 
=00 二 5 上 4-2uago 二 2vaVo 十 24Wa20 十 da 


化 简 得 
2(a Ua) ro ICV Ca) Yo 2 Wz0+ da—=0, 
故 所 求 的 加 迹 是 平面 
2(u Ho) FH Wa) WH oe =0. (A) 
且 此 平面 方程 一 次 项 的 系数 恰好 是 丁 个 球 心 联 线 的 一 组 方向 
数 , 因此 平面 与 球 心 联 线 相 重 真 ， 征 
注意 (4) 式 可 以 简 记 作 S1 一 Ss 一 0, 必须 注意 Si 入 a 
di 2 顶 的 系数 为 1， 
江河 6】 人 已 知 三 个 球面 , 它们 的 球 心 不 共 线 ， 惠 每 两 个 球面 的 
根 面 共有 三 个 , 必 共 线 ( 此 直线 叫 三 个 球面 移 枢 四)，(2) 已 知 四 个 球面 ， 
它们 的 球 心 不 贡 线 则 每 三 个 球面 的 根 轴 共 四 条 ， 必 共 点 (此 点 叫 四 个 妹 
面 的 根 心 ). qo 
【证 】 《1) 设 三 个 球 心 不 共 线 的 球 徊 是 
Sr w=0 G=1, 2, 3), 
于 是 得 到 三 个 根 而 
IS- Sam—0, 7 三 9 一 好 一 0，T3 三 一 性 一 0. 
由 俩 5 及 假设 知 这 三 个 根 面 必 陆 两 相交 ， 且 Ci ea+ Do=0, 由 第 二 
章 第 七 节 定 理 3, 即 知 这 三 个 根 面 必 共 线 , 且 方程 是 S1=53= 5s. 
(2) 设 四 个 球 心 不 共 线 的 球面 是 
S722 二 + =0 (=1, 2, 3, 4)., 
于 是 四 条 和 根 轴 方程 是 
SI=83=H, Si~=Hs=H, Si~=S2=81, Hi=Ha= Ss, 
且 此 四 条 共 点 , 它们 的 交点 是 与 =~53= 己 一 4 的 解 ，】 


1:S ”平面 与 球面 的 关系 


现在 讨论 法 线 式 平 面 

TCOOSGHYCOI B209y =p (23) 
与 球 而 (2) 的 位 置 关 系 ， 设 球 心 (to, Wop, ?0) 到 平面 (23) 的 距 
离 是 d, 十 是 ,根据 7、4 一 7?、4d<7?， 则 有 平面 与 球面 相 离 、 


担 切 、 相 交 三 种 关系 . 这 里 
d= |zocosw 二 tooosB-Hzocosy 一 人 | . 
定理 6 平面 (28) 与 球面 (2) 相 离 、 相 切 或 相交 的 充 要 条 
件 分 别 是 


lzocosa Tyo cos B+zoc09y —p|>7, (24) 

|xocosa Yocos B+ cosy—p|=*, (25) 
和 

| zoeosw 二 yp cos B+ #0 cosy—p! 天。 (26) 


定义 ”过 球面 上 的 一 点 , 县 与 过 此 点 的 半径 避 直 的 平面 ， 
叫 向 在 此 点 的 球面 的 切面 。 半 径 所 在 的 直线 叫做 球面 的 法 
线 . 

定理 ? 球面 到 十 名 十 好 一 了 上 一 点 (o Bb, 习 的 切面 方 
程 是 


GZ 十 5 十 0 一 2， 《27) 

法 线 方程 是 
YY : 
ee 5) 


【证 】 因为 半径 所 在 的 直线 的 一 组 方 问 数 是 5， c， 它 
也 就 是 切面 法 线 的 方向 数 , 故 过 (4g, 5， 9) 的 切面 方程 是 
az 一 0) -by—b) +e(z—e) =0, 
但 (a, 5, Oo) 在 球面 上 , 故 得 切面 方程 (27). 
再 利用 直线 方程 的 两 点 式 , 即 得 法 线 方程 (28). 于 
定理 8 球面 (2) 上 一 点 (4, 8, 0) 的 切面 方程 是 
{08 一 2o) (T — vo) +- (8 — Yo) (Y ~ Yo) 
十 (一 加 ) (一 20) 一 2， (29) 
法 线 方程 是 
4 一 00 YY _ 2 一 3 (80) 
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【证 】 以 《zo，yo，z0) 为 新 原点 , 作 平 移 
二 XV 十 29， 一 六 十 Yo，% 二 十 20。 
于 是 点 (a, 8, 0) 在 新 系 下 的 坐标 是 (4 一 xo, 8 一 Vo, 0 一 ?0), 又 
由 《27) 和 (28) 知 , 在 新 系 下 切面 及 法 线 方 程 分 别 是 
(@— Zo) rt (Bb—Yo y+ (ec—20)2 =—7 
zr 
及 WC— Zo 6 ”22 
它们 在 昌 系 下 的 方程 即 为 (29) 及 (30)。 了 
【 例 7 求 与 三 个 坐标 面 都 相 切 的 球面 的 球 心 的 轨迹 . 
解 ， 设 (2 为 所 求 . 由 于 它 和 2 一 0 相 切 ， 则 球 心 (zco，z， 
?0) 到 平面 zx=0 的 距离 是 半径 7, 即 |zo| =7, 同 理 ，|yo| 一 7， 
[zo| 一 +. 即 
to—é17, Yo—&ar, Zo=837, &=+l1 (i=1, 2, 8). 
因此 , 以 7 为 半径 与 坐标 面 都 相 切 的 球面 方程 可 以 写作 
2+ E17) CY Ear) ?+ (+ sa7)? = 72, 
由 于 符号 选取 共有 八 种 ， 对 于 每 一 个 了 值 共有 八 个 球面 ， 它们 
分 别 位 于 八 个 卦 限 内 ， 且 记 求 球 心 的 轨迹 是 过 原点 的 四 条 直 
线 . 


“1:G 两 球面 的 关系 


已 知 球 心 是 Pilzsy 2 的) 及 Poafyo， ya 24), 且 半 径 分 别 是 +1 及 
?2 的 两 个 球 而 , 叫 它 们 的 位 置 关 系 有 下 列 几 种 情况 ， 
1 ， 两 个 球面 没有 公共 点 ， 
(了 一 个 球面 在 另 一 个 外 部 ， ee dd 于 是 
[PiPs| > 71:- ?2. 
《3) 一 个 球面 在 另 - :个 内 部 , 这 两 个 球面 册 做 内 含 。 于 是 
[PiPs| <ry 或 ?2, 
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《3) 两 个 球 心 重合 时 做 同心 球 ,于 是 Pi 三 PP 

2. 两 个 球 醒 只 有 一 个 公共 点 , 叫做 相 切 球面 . 

《1) 一 个 球 心 福 男 一 个 球面 外 部 ,这 时 两 球面 叫做 外 切 ， 于 是 

{PPal 一 7 十 72。 
(2) 一 个 球 心 在 另 一 个 球面 内 部 ,这 时 棒球 面 叫做 内 切 。 于 是 
lIPiPs| = |7r1—r7s|. 
3. 两 个 球面 有 多 于 一 个 的 公共 点 ,叫做 相交 球面 ， 即 
加 十 了 9 六 | PPa| > } rz 一 791， 

读者 可 试 自行 写 出 以 上 各 各 况 用 坐标 表示 的 充 要 条 件 . - 

直面 研究 两 个 相交 球面 的 一 个 度量 性 质 交角 问题 ， 首 先 规定 
两 个 球面 在 交点 处 的 交角 为 二 球面 在 此 点 的 两 个 切面 的 交角 . 

设 二 相交 球面 的 方程 是 

(2) TY T=7 (=1, 2)., 

它们 在 公共 点 (a b, 0) 处 的 切面 是 

《9 一 2) (LE) + Bb- yg—) to—8) 2 = G1, 2). 
于 是 交 和 角 8 适 合 

oo8 0— EL TG co) + bP Ys) 十 (e 一 34)Ce 一 22) 了 
现在 将 分 子 变形 ; 由 恒等式 

(Ti1~ 22) [8 — 0) 一 (G 一 2a)]? 
= (4~T1)?7+ (8%— 20— rt) (9 — ry) 


得 Caz (a—zs) = 二 [Ca—z) ?+ CG—72)?— Ct1—%9)2], 


同 理 6 一 9) 多 一 的) 一 吾 [ (bY)? + 6 一 ya)3 一 (yy), 


{0— 21) CC — 22) ~ 二 [Ce 一 21)?+ (c—22)?— (21— #92). 


但 (9, b, 0) 在 两 个 球面 上 , 故 有 
(&% 一 Zz) ?十 (一 如 7 十 《一 2 一 六 (=1, 2), 
从 无 福 


(3 十 人 -GD ) 
27179 (31) 


C0898 二 士 
这 里 1, 02 是 两 个 球面 的 球 心 , 
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值得 注意 的 是 : 公式 (31) 与 两 球面 的 交点 的 取 法 无 关 ,从 而 有 

定理 9 汪 球 面相 交 ， 则 所 有 交点 处 的 交角 前 相同 , 并 由 公式 (31) 

推论 ”二 球 洛 

TY 1 52 Btw =0 i=1, 2) 
和 直 交 的 充 要 条 件 是 
221ta -2 一 人 一 人 一 0 (32) 

【证 〗】 ?= OR CM) + (va— 01)2+ (ws 
一 3)? 代入 公式 《31) 即 得 (32)。 时 

【 例 8] 求 与 四 含 球面 

£2 2 r+ ts =0 (=1, 3 3, 4) 

都 走 交 的 球 闸 方程 ， 


解 ; 设 
Za Or zd =0 《和 > 
是 所 求 的 球面 方程 。 由 直 交 条 和 件 (32) 得 
2 AVY 2 dma 0, (B,) 


将 (和 Bw} 堵 作 是 下 个 wv, 沁 , 4 为 未 知 数 的 方程 直 附 录 第 三 
节 铝 知 ; 方程 组 有 解 的 充 要 条 件 是 
Jity i 2 yy 7 生 


~ U1 C1 Ww 一 上 
— do ts V2 Wo 一 上 :=D 
| — da ty Vy Wa —1| 
一 咯 2 一 工 | 
它 就 是 所 求 的 球面 方程. 


zi7 空间 阅 的 方程 
一 个 球面 与 一 平面 相交 , 萌 它 们 的 交 线 必 是 加 ,于 是 得 空 
间 雷 的 普 廊 方程 成 
| (ZW) (YO— yo) (20) = 
azl yt e+u=0, (88) 
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显然 从 球 心 到 平面 所 作 垂 线 的 垂 足 就 是 这 个 圆 的 圆心 ，: 且 由 
球 心 到 平面 的 距离 及 球 的 半 
径 m”% 即 可 求 得 圆 的 半径. 
现在 推 求 空间 圆 的 参数 
方程 . 今 有 以 C 为 圆心 ，7 
为 半径 的 一 个 团 ， 以 0 为 原 
点 建立 坐标 系 , 使 zy 面 与 贺 
所 在 平 两 乎 行 〈 图 6-6)， 过 
0 作 Cw' 和 Oy 分 别 与 £ 轴 


及 y 轴 平 行 ， 设 P 了 起 加 上 0 

任 一 点 , 又 人 wwOP=0, 则 由 图 6-6, 知 P=C+CP, 于 是 得 
P=C-+reld) (0<0<2n). (84) 

此 处 C= {01, 060, 03}. . 


《34) 为 向 量 形式 的 加 的 参数 方程 , 化 成 坐标 形式 , 即 得 
2 一 -61 +7 0050, y=0a+7 ind, z= os (0<0<2n). (85) 
【 例 昌 求 空 间 加 | 忆 一 2 一 7， 人 有 一 2 的 圆心 和 半 
径 . 
解 ， 过 球 心 且 垂直 于 圆 所 在 的 平面 的 直线 方程 是 
P= P+iN®, 
求 此 直线 和 平面 的 交点 即 得 圆心 . 为 此 , 将 直线 方程 代入 平面 
方程 得 
N° (PIN =%, 
于 是 得 i=—p—N°.P,. 
故 得 圆心 为 ot (p— NP)N'. . 
球 心 到 平面 的 距离 是 |V?", 瑟 -2|l， 故 得 圆 的 半径 是 
vr [N°.B —p*。 
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“全 10】 隶 评 字 一 Ceos? 世 区 一 4gjin3t 8 一 GaAA 2 sint'cost (0 一 < 
7) 表示- 网 , 目 求 北 问 的 半 答 ， 
【证 及 解 】 从 已 若 方 程 中 消 t 得 
十 纺 十 2 一 92， (A) 
人 十 Y= 二， (BY 
由 球 心 (0, 0, 0) 到 (B) 的 距离 是 J 二 <4, 故 交 线 是 实 回 . 
在 zy 面 上 将 学 标 轴 旋 转 45”, 即 有 坐标 变换 


1 a r 1 r 1 Pp 
TE SBE + A 


于 是 (和 ) 化 为 
v2+y2+2 =, (A') 
《B) 化 为 
ve ; 5 (B’') 
(A) 及 (B') 相交 贺 的 半径 是 JF 
和 :BB 球面 族 


我 们 知道 ， 四 个 条 件 确 定 一 个 球面 , 如 果 少 于 四 个 条 件 ， 
则 所 确定 的 球 询 方程 中 必 合 有 参数 , 当 参 数 变化 时 , 得 到 许多 
球面 、 我 们 把 它 们 砷 艇 球面 族 。 特别 是 把 过 一 图 的 球面 族 叫 
做 球面 束 . 
定理 10 方程 
St+2ka=0 (—c0<ko0) (36) 
表示 通过 平面 
mw a 二 AzTBy+COz+D=0, 42 二 下 十 C2 关 0 (87) 
和 球面 
KR: Ss Ty 2 ou 2 ws tad=0, 
4 十 二 Ww 一 Qd 这 人 0 (38) 
所 交 成 的 贺 0 的 球面 束 ， 这 里 是 参数 。 反 过 来 , 过 贺 0 的 
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球面 束 的 方程 可 以 写作 (36)， 
【证 】 i. 首先 证 明 对 一个 定数 k，(36) 表 示 一 球面 。 
， (1) =0 时 , 即 原 球面 KK， 
(2) 无 关 0 时 , 由 于 zw 和 下 交 成 一 个 圆 , 则 有 
(CA? 1- B+OF) G2+ wv?+w?—d) 
> (uA+vB+wC— D3, (x) 
将 (36) 写成 
02 十 9 十 322 十 了 (人 十 天 全 全 十 35 十 天 好)9/ 
十 2(w 十 EC) 十 上 2 万 一 0 
现 证 此 方程 表示 一 球面 ， 
(wtEA)?+ (viEBY | GQwtkON? 一 (二 282D) 
= + ow dt+2k AirBiud -DD) 
十 有 (42 十 五 2 十 CO3) 
-rr ea [A+ BO) (p+ vr dd) 
+2k (uAtvB+w0 — D) (A+ Bi 0°) 
二 (A B?--OD)2] 
> 一 古训 OO tAtvB+w0 —D)’ 


十 28(x4 二 如上 WCG-- DJ)(42 十 本 十 O2) 
十 12(42 十 盏 3 二 Ca)3] 


FO 
十 (C4 十 BO)1?>>0., 


0 [At+iBiwC—.D) 


故 

(wtEAd) t+ CvtEB) + wt — (d+2£D) >0, 
即 知 (36) 确 是 表示 一 球面 , 又 由 图 CO 上 的 点 的 坐标 适合 
《36)， 故 (36) 过 圆 CC. 
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2. 证 明 过 图 0 的 任何 球面 Ko 都 包括 在 方程 (86) 内 . 

(1) 如 果 Ko 是 天 时 , 司 取 =0. 

(2) 如 果 到 6 不 是 ， 取 不 在 圆 C 上 的 一 点 ezo， go， 
z0), 于 是 有 

ao= AxoT Byo+ Ozo+ D0, 
So 三 88 十 0 十 她 十 2umo 十 2vyo 二 210z0 十 QU 关 0. 
这 时 五 可 以 由 圆 C 和 Po 唯一 确定 ， 这 是 因为 圆 由 不 共 线 
的 三 个 点 唯一 确定 ， 而 球面 由 不 共 面 的 四 个 点 唯一 确定 的 绿 
故 . 过 圆 C 的 球面 (386) 如 果 通 过 Po， 则 有 So+2kao 一 0， 册 
于 ao#0, So 0， 故 得 有 ~ 一 襄 --， 这 时 民 。 的 方程 可 由 
S- 3 -0 或 aoS 一 必 ow 一 0 

表示 . 于 是 过 圆 C 的 任何 球面 都 可 写成 (36) 的 形式 . 用 

定理 11 方程 

和 1Sz 十 XaSa 一 0， 和 Ai 十 和 3 尖 0 (oo<M, M+o0) (39) 
表示 通过 两 个 相交 定 球 面 

Ki 三 82 十 十 好 二 2460 十 29223401 十 22042 十 中 一 0， 

他 十 媒 寺 一 到 >>0 (40) 


Ko S92 十 十 2 十 2t00% 十 2v2Y 十 2waz 十 dd 二 0， 
W322+w2—ds>0 (41) 

所 交 的 加 C 的 球面 束 ， 这 里 )a，xa 是 参数 ， 反之 ， 过 圆 C 的 
球面 束 的 方程 可 以 写作 (89) . 

其 证 明 作 为 练习 , 留 给 读者 试 自行 补 .上 ， 

注意 当 加 十 加 一 0 时, (89) 就 是 两 个 球面 的 根 面 ( 见 例 
5). 

【 例 11】 求 过 定 圆 的 球面 的 球 心 轨迹 。 
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和 解 ， 已 知 定 贺 由 和 7 和 438) 表示 ， RE 
S++2ka~0， 于 是 球 心 轨迹 是 
v= — {wthA), y= — w+EB), 2= — (wtEO). 
也 可 写作 
v=—u+t4d, y= —v+tB, z= 一 2 二 1 (—o0<t<00), 
这 表示 过 点 (一 好 一 2， 一 吉 , 方向 数 为 4, B, 0O 的 一 条 直 
线 ， 也 就 是 过 球面 S80 的 球 心 与 平面 a=0 午 直 的 一 条 直 
线 . 
*[ 例 12】 已 知 不 过 原点 的 定 直线 上 任意 一 点 P. 4、B、O 是 它 在 
三 个 坐标 轴 上 的 射影 。 求 证 球面 04B0 必 过 一 定 圆 . 
【还 】 已 知 定 直 线 2z 一 加 于 所 3 一 加 十 jn， 一 各 十 到 【 吕 于 绅 十 缮 
二 的 。 取 三 点 为 (zo 十 夺 go 十 tm, zo 十 th)， 于 是 得 
Atrott, 0, 0, BO, yo +tm, 0), CC0, 0, 2 二 的) 
设 过 04BC 的 球面 方程 是 
二 2 十 Buz + 20y + 22 二 + 0. 
由 于 过 口 , 质 以 8=0, 又 过 4two 二 ,0, 0), 于 是 有 
20 十 龙 士 3& 一 0， 


从 而 得 24 一 — (zo-Htl). 
同 理 ,得 名 一 一 (zj 十 如 2 一 一 (2 十 到)。 
于 是 球面 04B0 的 方程 为 

WI ty ta rot tT yo ttm)y — (a0—tn)z=0., 
也 即 LTT or Yoy —202— tr y+ =0, 
这 表示 过 定 加 


t+ ror — Yo 202 =0, 耽 十 mt 十 1 一 0 《0 十 包 土 巡 寺 0 
的 球面 束 的 方程 , 即 得 证 。 了 


习 题 6':1 


1. 求 球面 2 十 坊 填 2 一 2z 填 4y 一 6z 一 I=0 的 球 心 和 半径 。 
3. 求证 球面 方程 可 以 写作 P2 一 2Po:P+k 二 0, 
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求 忆 《zo ns 20) 为 球 心 且 过 点 (a, b, cy 的 球面 方程 ， 
， 求 球面 (¢ 一 240)? 十 (y 一 0)? 十 人 2 一 20)3 一 ?7? 和 


(1) 直线 二 2 十 pa22 一 1 


《2)》 平面 Zcosa {yoos B+scosy—$=0 
相 切 的 充 要 条 件 ， 


已 知 一 球面 只 十 只 十 好 一 9 求 (1) 上 半球 面 ; (9) 下 半球 面 ; (3) 位 


于 第 一 卦 限 的 言 球面 的 参数 方程 


， 求 过 西点 《0， 0， 07、(0， 1, —1)、(—1, 2, 0) 各 C1, 2, 3) 的 球面 


方程 ， 


， 求 证 < 一 3,1, 一 4) 症 球面 江 十 坊 十 2 十 6z 二 24y 十 8z 二 0 上, 且 求 在 


这 点 处 的 切面 方程 . 


. 求 过 三 点 (2, 2, 一，(3, 一 多，(1, 3, 一 2) 且 与 球面 人 2 十 仿 十 . 


2 一 3z 十 y 十 z= 二 0 直 交 的 球面 方程 


， 求 证 X=asin2t, y=%(1—e082), z=24 co8t(0 <t<2m) 是 一 球 


面 曲线 . 


， 求 证 与 定 平 曾 相 切 ， 且 尘 径 为 一 定数 的 球 心 轨迹 是 与 定 平面 平行 


的 两 平面 . 


， 设 已 知 球 面 (Y 一 X02 二 《一 Yo 六 十 (4 一 各 ?一 #3 与 平面 族 和 


< 十 和 一 0 相交 成 贺 族 ,， 求 入 所 适合 的 条 件 ， 并 求 加 半径 变化 的 范 ， 


12. 求 i 


*13. 


- 工 卫 oos £, se i (0<ti<27) 


表示 一 个 圆 , 且 求 圆心 及 半径 . 

CT) 求 过 4 ko 0 0), BB(0, 5b，0), C (0, 0, ec) 及 原点 的 球面 方 
程 , 且 求 球 心 和 半径 , 

(2) 求 过 Ca, 0. 0), B50, 5, 0), EW 0, 0) 三 点 的 辆 的 方程 ， 
号 求 圆心 和 半径 ， 

《3) 设 球面 04BC 的 球 心 是 可， 求证 以 OD 为 直径 的 球面 必 过 
四 面体 04BC 的 六 个 校 的 中 点 ， 
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[提示 : “《 邹 过 此 三 点 到 任 选 与 此 三 点 不 共 面 的 第 四 点 所 构 
成 的 球面 与 此 三 点 所 在 的 平面 的 交 线 即 为 所 求 ,但 第 四 点 以 取 原 
点 为 最 简单 .1 . 


第 二 节 ” 直 圆柱 面 和 直 央 锥 面 


之 .1 直 贺 柱 面 的 方程 


定义 ”与 一 定 直 线 的 距离 是 定 长 的 空间 点 的 胃 迹 出 做 直 
圆柱 面 , 比 定 直线 电 轴 , 定 长 
叫 斌 半径 .- 

显然 与 轴 垂 直 的 平面 的 
平 截 线 是 以 定 长 为 半径 的 贺 
(图 6-7) 

定理 1 以 P=P+iS 
为 轴 , & 为 底 半 径 的 直 圆 柱 


面 的 方程 的 向 量 形式 是 
PP)xS a (人 TD = 
坐标 形式 是 ”| 四 
之 [(9 一 %)cogy 一 《人 z 一 加 )008 司 ]3 一 Ga. (2) 


这 里 ”Po= {zo, yo, zo}, S° = {cos@, cos 8, cogy}. 
【证 】 设 了 是 直 倒 柱 面 上 的 任 一 点 ,利用 第 四 章 第 三 节 
《ti5) 式 即 可 得 出 (也 式 ,然后 即 可 化 成 (2) 式 ,了 
推论 以 2 轴 为 轴 ，c 为 底 半 径 的 直 圆 柱 面 的 方程 是 
妇 十 欠 一 坟 ， (3) 
【证 】 此 寺 取 x 二 Yo 一 *0= 二 0, eosa 一 c0gB 一 0, cosy== 141, 
则 (2) 式 即 化 成 (3) 谍 ，1 
【 例 1】] 设 有 直 圆 柱 面 , 与 它 的 轴 驻 直 的 平面 的 平 截 线 
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是 图 妇 士 久 二 22 一 oz 一 有 <&， 求 这 直 圆 柱 面 的 方程 
解 ， 将 2=8 代入 2 吕 二 久富 阁下 中 ,得 
w= 03. (*) 
这 就 是 直 圆 柱 而 的 方程 . 因此 已 知 圆 可 以 看 作 是 直 圆柱 面 (*) 
与 一 4 的 欧 . 
[ 例 2) 维 维 安 尼 (Viviani) 曲线 求证 2+ 六 一 gz, 4 
0 表示 一 个 直 较 柱 耐 ， 县 求 它 和 球面 展 十 访 十 民 一 二 的 交 线 
的 参数 方程 , 并 证 它 是 四 次 曲线 ， 
【证 及 解 】 冉 民 十 妨 =az 可 以 写成 
ww 和 3 {fw 到 
(Ce- 吧 + -( 公 ， 
作 平移 ==z 十 号 ,9 -V2 一 *， 则 上 面 方程 化 成 2 十 Y?~ 
(各 ) ,这 与 (3) 从 相 同 ， 故 已 知 直面 表示 以 Z' 轴 方 向 为 轴 方 
向 、 方 为 底 半径 的 直 贺 杆 面 . 


利用 网 的 参数 方程 可 设 < 一 了- 本。 ogt, y= sint (8 < 
tS27z)， 代入 妇 七 习 十 如 一 地 中 ， 得 z=4sin 方 、 再 令 1 二 2%w, 
得 交 线 的 参数 方程 是 
w=ueon VU, Y=GHNnucou, =aBnd 0 
2 Ek 
再 设 霹 可 一 多 则 Sn 008 4 一 本 一 一 本 了 2 一 zs-， 十 是 上 面 
方程 化 为 
/fio Dp (1 — v2) 
«=a(TTt) 2 
2 Re 
a (U<w< Tco) 


由 于 它 是 两 个 代数 此 看 的 交 线 ， 改 必 是 代数 曲线 现 求 其 次 
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数 ， 设 有 平面 42 十 By 二 Ox- 二 -D0, 将 曲线 方程 代入 , 得 
Aall— ?+2Bov(i—o) +200 (lt) 
十 承 民 十 季 )2 一 U. 
此 是 涩 的 四 次 方程 , 故 必 是 四 次 代数 曲线 , 其 图 形 见 第 四 节 图 
6—19. . 

【 例 3】 圆 形 螺旋 线 当 螺 施 
.旋转 时 ， 蝶 旋 上 的 点 一 方面 绕 螺 旋 
的 轴 作 圆 运动 ， 另 一 方面 又 沿 轴 的 
方向 前 进 , 试 求 这 点 的 罗 迹 方程 . 

解 ， 设 动 点 由 Pola, 0 0) 开 
始 运 动 ( 图 6-8), 一 方面 以 角速度 
% 统 % 轴 旋转 ， 同 时 又 以 速度 2 洛 
2z 轴 方 向 移动 ， 这 里 ww 及 "都 是 党 
数 . 于 是 对 于 轨迹 上 的 任意 一 点 卫 (z, y, 2)， 有 


WC0N ot, ~—wsinowt, s— tt (0<t<+e0), (A) 
这 就 是 所 求 轨迹 的 参数 方程 从 (4A) 中 消去 纹 得 
+ gasin(-2)， (B) 


此 即 曲线 的 普遍 方程 ， 由 (B) 可 以 看 出 曲线 必 在 直 圆 柱 面 
2 十 氏 一 02 上 . 


实 : 写 ” 柱 坐 标 系 


下 面 再 介绍 另外 一 种 空间 坐标 系 一 一 柱 坐 标 系 ， 世 叫 半 
极 坐 标 系 ， 它 是 由 平面 极 坐 标 系 及 空间 直角 坐标 系 中 的 一 部 
分 建立 起 来 的 . 

已 知 空间 直角 坐标 系 ， 又 知 任 一 点 Plzw,y, 为 ， 它 在 wy 
面 土 的 射影 是 人 (图 6-5) , 如果 xy 面 内 六 的 极 坐 标 是 (op，9)， 
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又 NDP=z, 利用 (p, 9 吵 即 可 定 卫 的 位 置 . 我 们 把 它 叫 做 也 


点 的 柱 举 标 , 且 有 有 . 
w=Pp0080,y—psing, 2=% (~-:c0<p, 0, 2<+o0). {4) 

南 ( 和 名 得 | 
p20 =arc te 生 ， 多 一 区。 《5) 


(多 及 嫩 ) 就 是 直角 坐标 与 柱 党 标的 坐标 变换 公式 . 


忆 *3S 直 圆 锥 面 的 方程 


定义 ”已 知 一 定 直 线 革 的 一 定点 ， 过 空间 任 一 点 与 定 虑 
作 直 线 , 使 与 定 直 线 所 成 的 锐角 永远 相等 , 旭 动 点 的 轨迹 叫做 
直 圆 锥 面 ,此 定 直线 叫 轴 ,定点 叫 顶 , 定 锐角 叫 广 顶 衣 . 
显然 与 直 贺 锥 面 的 轴 垂 直 的 平面 的 平 截 线 必 是 一 个 图.“ 
定理 2 以 P= 了 户 十 iS? 为 加 ， Po 为 顶点 ， 9 为 半 硕 有 
的 直 贺 难耐 方程 的 向 量 形式 是 
[2 一 oo) xS°|—sin0|P- Pl. (0) 
坐标 形式 是 
L(y — yo) eosy 
— (2—z0)cos 后 ] 
二 [(2— zo)cose 
— (£— wo)cosYyl? 
十 [xz 一 oocos 甩 
一 《一 加)eosaw]3 
一 Sim28T(z 一 co)? 
士 志 一 加 ) + (20)°], 
(7) 
这 里 P= {zo, Vo, 2%0}, SBS? = {cosa, cos B, cosy}. 


和 图 人 -9 
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[证 1 在 图 6-9 里 ， 设 媚 是 直 圆 锥 面 上 的 任 - -点 ， 及 二 


在 轴 寺 的 射影 是 C， 于 是 PPuC- b， sng- EE, 即 得 


|PoP | 
(6) 式 , 然后 即 可 化 成 (7) 式 . 】 
推论 “以 > 辅 为 轴 、 原 点 为 顶点 、9 为 半 顶 角 的 直 圆 锥 面 
方程 是 
dz2 十 急 一 如 7 (8) 
【证 】 取 ro 一 zgo= ze coaa=censB--0, cosy=1， 则 C7) 
式 简 化 成 
| 024 sin 十 欠 十 这)， 
将 sin2g (ec2? 十 好 ) 移 到 左边 , 得 到 
(x? 十 22)00s 0 — 2 sin? 0. 
再 将 等 式 两 端 除 以 cos8* 86， 即 得 (8) 式 .有 
【 例 和 求证 2zy = 妇 是 一 个 直 圆 锥 面 ， 且 求 它 的 顶点 、 


轴 和 半 项 角 . 
【证 及 解 】 在 zy 面 内 旋转 坐标 轴 45 ， 即 
a SY, y= 2 


于 是 ee 

wy 
利用 公式 (6)， 这 表示 以 原点 为 而 点， 2 畏 为 轴 , 半 顶 角 是 45° 
的 直 圆 锥 而 . 

《{ 鲍 梧 设 一 直 圆 锥 而 的 项 点 在 原点 ， 轴 的 方向 余 纺 是 
,1, v， 具 过 z 轴 ， 求 平面 y 一 与 这 个 锥 面 交 线 的 方程 . 
解 ， 由 (7) 得 锋面 万 程 
(Yr —%1t) 十 (一 2 和 上 
—sin?0 (2 二 2 ). (A) 
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在 > 辆 上 了 到 一 点 (0, 0, 妨 , 此 点 必 在 (A) 上 , 即 sin?0 一 入 十 
AH 于 是 (化 为 
Cp —2p) + (A ev) (ZH YN)? 
- (HE TT + ). 


RE 
(22 A ~ DvY 
-2A -- 2ALZY =0, (B) 
现 求 (B) 与 
一 (0) 


的 交 线 ， 将 (C0) 代入 (B) 中 ,得 
wy 一 72) + 2 (py?— 2) ~ 2urker 
— JpAzt — SAWE2 = 0. 
[el | 
CAE AC 一 22p8(U 天 十 人)] 一品 
2=0, 9 = 大 (D) 
和 和 
TA pT Rp BNE) -272 (k++ A) =0, 
y=kz, 
又 人 DD) 是 2 轴 , 故 交 线 除 * 轴 外 就 是 二 线 (EE)， 


(EF) 


习 题 6: 之 
df 一 _Y—2 2—3 wy 5 i 
1， 汶 以 i 为 轴 , 底 半 径 为 2 的 直 甸 柱 面 方程 . | 
2， 求 以 久 一 落 有 为 顶点 ,也 1 为 轴 的 方向 数 ， 半 顶 角 为 30° 的 
直 辆 锥 面 方程 


3， 求 以 P=P, 十 1S? 为 轴 , 朋 过 4(a, 8, 7 的 走 加 柱 面 方程 . 
4， 小 以 一 柄 -4 为 误 ，Po 为 顶点 ,及 过 4 心 7) 的 直 贺 锥 面 方 
但， 


， 求 以 了 =1S' 为 轴 , 原点 为 顶点 , 且 过 * 加 的 直 阅 锥 面 方程 


一 日 8 一 


[wl 


*I10. 


。 求证 二 次 曲面 


《cg 一 bz 十 (az 一 cz) 上 《BC 一 49)2 一 荆 
表示 一 个 直 贺 柱 面 , 和 且 求 它 的 轴 的 方 商 数 和 让 半径 . 


. 求 平面 y~hr 与 (了 D 直 圆柱 面 好 十 色 一 22 《2) 直 圆锥 面 cs 十 好 = 


也. 记 2 的 交 线 ， 


: 求证 曲面 


X=adc080, y=asing, 3 一 0 《0<0<28， 一 ce <4< 挟 十 co) 
表示 一 个 直 贺 柱 面 ， 当 9=t 《常数 ), 0 二 vo 《常数 ) 时 , 各 表示 什 
么 曲线 ? 


分别 求 直 圆 柱 面 2 十 ?一 a? 和 直 阅 锥 面 ?++ 一 29"t 刀 ?9 的 参数 


方程 ,再 求 它们 的 交 线 的 参数 方程 ， 
求 过 两 个 球面 
(一 2)3 十 (yy 一 了 1)? 十 82 二 革 
的 交 线 的 直 圆 柱 面 的 方程 . 
[提示 : 以 两 球 心 的 联 线 为 新 * 轴 , 作 坐 标 轴 的 旋转 .] 


第 三 节 -曲线 产生 曲面 


3:1 曲面 方程 的 第 二 种 建立 法 


在 第 五 章 里 ， 我 们 已 经 知道 曲面 是 看 作 适 合 某 种 条 件 的 


动 点 的 轨迹 ， 根 据 条 件 可 以 建立 它 的 方程 前面 所 介绍 的 球 
面 ` 走 圆柱 面 和 直 圆 锥 面 的 方程 都 是 这 样 建立 起 来 的 . 


但 是 在 某 些 情况 下 ， 曲 面 也 可 以 看 作 是 由 曲线 依据 某 种 


规律 所 产生 的 , 此 时 动 曲线 叫做 母 曲 线 . 例如 平面 也 可 以 看 
作 是 过 定点 且 与 定 直 线 策 直 的 动 直线 所 产生 欧 ， 球 面 也 可 以 
看 作 是 一 个 圆 围 绕 某 一 直 色 旋转 所 产生 的 等 等 、 由 这 个 论点 
也 可 以 建立 它们 的 方程 . 


设 有 含 一 个 参数 的 曲线 族 


PE, Y, % A=0, Go y, 2, %)—0, {DD 
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由 人 (也 的 两 式 中 消去 参数 入 得 出 
Hlw, y, $)=0. (2) 
(2) 表 示 当 入 连续 变动 时 ,曲线 族 (1) 所 建立 的 曲面 方程 。 由 
于 曲线 产生 曲面 的 理论 较 繁 , 这 里 就 不 详细 叙述 了 . 
一 般 地 说 , 如 果 有 合 jp 个 参数 的 曲线 族 
Plg, Y, 为 Ja Mp) = 0, | 
Te Y, 2, My Ma 站 一 0 (8) 
» 21， 2 Ai Aay “'*, Mg 。 
其 中 也 个 参数 和 3 Xa, …' Xp 适合 Pp 一 1 个 关系 式 
办 (Na Nha, Xp) 一 0 (a=1, 2,*%,p—1), (4) 
将 (4 中 wp 一 1 个 关系 式 以 及 (3) 中 2 个 关系 式 消 去 Pp 个 参数 
和 A1， hz，，…*, hp, 即 得 曲面 方程 .于 是 可 得 法 则 如 下 : 
蛆 面 可 以 由 舍 一 个 参数 的 曲线 族 产 生 ， 在 曲线 族 的 方程 
中 , 消去 参数 , 即 可 得 到 曲面 的 方程 如果 此 上 曲线 族 含 有 2p 个 
参数 , 则 此 曲线 族 能 产生 一 个 曲面 , 这 必须 在 p 个 参数 闻 求 得 
一 I 个 关系 式 , 然后 由 此 Pp 一 1 个 关系 式 及 曲线 族 的 两 个 方 
程 间 消 去 2 个 参数 , 就 可 得 到 曲面 的 方程 
因此 , 在 解析 几何 里 ,建立 曲面 方程 的 方法 一 般 有 两 种 ， 
我 们 将 以 前 建立 的 方法 叫做 直译 条 件 法 ， 而 将 现在 所 建立 的 
方法 册 做 消 和 参数 法 . 
【 例 1】 ”过 定点 作 定 直线 的 垂 线 ， 求 这 些 垂 线 所 产生 的 
曲面 . 
解 : 设 定点 是 (zo，Yyo，2zo)， 定 直线 的 方向 数 是 w 0 ec， 
过 定点 的 动 直线 是 
和 一 加 十 中 y= yo tmt, z= nt (— oti+o0). (A) 
这 里 4 m, % 是 动 直 线 的 方向 数 ， 由 算 直 条 件 得 
al+bm+i+on=0. (B) 
将 (A) 中 mr, 代入 (B), 得 
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4 人 (z 一 2o) 于 5 一 %) 十 cz 一 5 一 0. 
这 表示 过 点 (zo， yo so ， 以 &, 8,5 为 法 向 量 的 坐标 的 一 个 平 
面 ， | 
【 例 2】 已 知 两 条 不 垂直 的 蜡 面 直线 . 过 每 条 直线 作 一 
平面 , 使 彼此 垂直 , 求 交 线 所 产生 的 曲面 . 
解 ， 设 两 条 异 面 直线 的 方程 是 


y—mz=0，z 一 0 一 0 (m 关 土 1)， (A) 
ytmze=0,， 2 二 0=0 (mm 关于 1 二， (B) 
过 (A》 和 (B) 的 平面 束 分 别 旺 
y 一 4 十 2 一 人 一 0， (O) 
yy 十 rd 十 内 (十 0) =0, (D) 
在 此 两 平面 束 中 各 取 一 个 平面 , 使 彼此 垂直 , 则 有 
We a (E) 


从 (中 及 (D) 中 解 出 和 与 所 代入 (E), 得 
(1 —m?) (22—0) -ty —n 0. 
这 表示 二 次 曲面 , 在 第 七 章 里 将 研究 它 的 形状 ， 
【 例 3] 求 与 三 条 定 直 线 


ymr, t=0; 1 一 一 14，& 一 一 人 
和 V 一 2 TY 一 一 0 
都 共 面 的 直线 所 产生 的 曲面 的 方程 . 


解 : 过 y 一 mzx, z 一 0 和 y= 一 mw, z= 一 0 的 平面 东 的 方 
程 分 别 是 
y—met+A—0) =0, (A) 
和 
4 十 MY 十 Hz 十 一 0. (B) 
于 是 这 两 个 平面 束 中 的 平面 的 交 线 必 与 第 三 条 已 知 直线 共 
面 、 将 yz, mz 二 一 0 代入 (A&) 和 (B) 中 ,得 
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z 二 20 和 2 一 6 二 Le 二 o) 一 0 
从 此 两 方程 消去 2 得 
A\w—1=0. CC) 
将 (A) 及 CB) 中 的 入 入 代 入 (OQ), 得 
V2 — mr (2 0) =0, 
此 即 所 求 的 曲面 方程 . 
注意 当 和 =1= 一 时 ,CA) 和 人 (B) 所 玫 示 的 直线 


y-— mz —6, 


党 


8 十 和 和 作 一 3 十 雪 

与 第 三 条 已 知 直线 平行 ， 且 此 直线 
仍 在 这 曲面 上 . 读者 试 自行 补 证 . 

【 例 4]】 已 知 直 角 涂 标 系 Ozyz， 
在 zy 面 上 作 直 线 ?与 y 辅 平 行 . 在 
上任 取 一 点 Po, 在 由 z 轴 与 Po 
所 定 的 平面 内 , 作 以 口 为 贺 心 , 0Po 
为 半径 的 圆 ( 图 6-10), 当 Po 在 i 上 
变动 时 , 求 此 圆 所 产生 的 其 面 方程. ts 

解 设 1 是 z=g, z=0.、 取 Polw, 》 0)， 过 zz 轴 的 平面 
是 y= kz 如 过 Po 则 有 和 =ka， 于 基 过 了 Po 及 z 轴 的 平面 的 
方程 是 


14 一 入 人) (A) 
又 10Pol Mw 十 菩 ， 于 是 以 QO 为 心 , 10Po| 为 半径 的 球面 方 
程 是 
0 十 儿 十 2 一 0 十 入 2. CB) 
(A) 与 (B) 的 交 线 即 动 圆 的 方程 ,将 它们 中 的 参数 入 消去 ， 即 
得 所 求 的 曲面 方程 ， 从 (4) 得 和 一 ,代入 (B), 得 
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(02 十 久 十 加 ) 一 中 (好 十 轨 ) 
这 是 一 个 四 次 曲面 . 

【 例 5] 设 有 一 半径 为 & 的 球面 ， 它 的 球 心 从 定 直 线 
的 避 点 开始 , 沿 定 直线 作 匀 速 运 动 ， 其 线 速度 为 v, 另 有 垂直 
于 害 直 线 1 的 动 平 面 按 匀 速 2 从 QO 凡人 和 作 同 向 移动 ， 求 它们 的 
交 线 所 产生 的 曲面 . 

解 ， 取 球 心 所 在 的 直线 为 y 轴 ， 以 球 心 初始 位 置 0 为 原 
点 , 则 秒 后 此 球面 方程 及 平面 方程 分 别 是 


22 YW — oH) =a (A) 
和 
Y= CB) 
由 (B) 得 f= 艺 , 代 入 (CA), 得 
人 0 十 2 一 2， 


这 是 一 个 以 y 轴 为 轴 , & 为 底 半 径 的 直 贺 柱 面 ， 


了 僵直 纹 曲面 的 参数 方程 


一 直线 依 某 种 规律 移动 所 产生 的 曲面 叫 直 纹 曲面 ， 动 直 
线 电 做 母线 ; 与 母线 移动 的 轨迹 相交 的 某 
一 定 曲 线 (通常 可 取 平 面 曲线 ) 叫 做 准 曲 
线 , 简称 淮 线 [ 注 ]， 下 而 建立 直 纹 有 曲面 的 方 
程 ; 

设 准 线 O 的 参数 方程 是 

P 一 Pt (COsY Stze)， 
则 经 过 准 线 各 点 的 母线 上 的 单位 向 量 也 将 
是 % 的 画 数 , 记 作 


T=T(0) (wuS), 图 4-11 


[ 注 】 这 里 的 准 线 不 要 与 平 向 解析 几何 中 的 圆锥 曲线 的 准 线 相 混 清 。 
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RP 


在 准 线 上 了 到 其 点 ， 它 的 位 置 向 量 是 pk， 过 开 点 的 母线 上 
的 向 景 是 YG0，、 当 开 点 变动 , 也 即 % 变动 时 , 则 得 到 一 个 含 
参数” 的 直线 族 ( 即 母线 族 ). 至 十 母 线 上 的 荣 一 点 五 ,也 即 
直 纹 遇 面 上 的 点 卫 可 以 由 它 沿 坪 线 到 准 线 的 有 向 线 眉 下 P 
的 大 小 2 来 确定 (图 6~11)， 于 是 点 卫 的 位 置 向 量 可 以 写作 
OP -OWN--MP, 即 
Pop -v0 (ASu<u, oti+00),. (6) 
此 凤 直 纹 曲 面 的 向 量 形式 的 参数 方程 。 如 业 令 
PC 一 TFI hw)}, 
TW = {0 mn), nl}. 
山 (5) 可 以 写成 
w=f +, y=90 +wm(), 
= 有 Ton(D au — 0ZYTL+o0). 
此 即 二 纹 曲 而 的 坐 慰 形式 的 参数 方程 . 

【 例 6]】 设 一 动 直线 与 一 定 直 线 永远 
垂直 相交 , 且 动 直线 既 沿 定 直线 移动 , 又 绕 
定 直 线 转 动 ， 诉 且 动 直线 移动 的 距离 与 它 
所 转动 的 角 成 比例 . 求 动 直线 所 产生 的 直 
纹 曲 面 的 方程 . 

解 ， 取 定 直 线 为 % 胃 ， 并 当 作 直 纹 其 
面 的 准 线 . 如 果 好 线 最 初 的 位 置 为 xz 轴 ， 且 母 线 从 它 最 初 的 
位 置 所 旋转 的 第 为 %， 则 母线 上 的 单位 向 基 是 

© = eos sinw. 
又 取 久 为 比例 常数 ， 刚 准 线 方程 可 以 写成 p(w) =hwk， 故 出 
《 革 所 有 求 的 直 纹 由 而 5( 几 6-12) 的 方程 是 
有 一 ef) (0<VU< 十 co， 一 co<0< 十 oo)， 


化 戚 坐标 形式 , 出 


(6) 


(7) 


他 -12 
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t=V008U, YHNnY 2=A, 


消去 参数 , 得 z= 和 arc 霹 立 ， 
这 个 曲面 叫做 直角 雷 旋 面 ,或 极 小 螺旋 面 . 


ep 


习 题 6:3 


， 求 过 点 (xo, 加 ，z) 且 与 平面 sz 十 2 十 cg 十 2 一 0 平行 的 直线 所 产生 


的 遇 画 方程 . 


， 求 由 下 列 的 单 参数 直线 族 所 产生 的 直 纹 曲面 方程 : 


2 一 
人 


(2) 也 一 一 十 纺 ， 2 一 8 十 二 (一 ce < 上 < 十 ceyt 坟 0 


(3) z+2ty+ d=4dt, tT—2y~ dtm4d 《一 co <t< 十 ceo)， 


， 分别 求 与 三 直线 郁 共 面 的 直线 所 产生 的 直 纹 曲 商 ; 


(1) 2 一 ?pnT 2 一 0 Y= mr, 5 一 一 C) y=0, a=0, 
(2) 2y=1, 232 一 Di 233 一 一 二 3z 一 一 Ti 2y+32=0, w=1; 
(3) 82=1, —2y=Zx: B=2y, t=1; 8+1i1=0, By=Z, 


- 求 与 直线 y~0, z=~=0; z=0, z=~ 一 c 及 双 有 曲线 雹 +0=0, z=0 者 
相交 的 直线 所 产生 的 直 纹 曲面 ， 

、POP' 是 禄 图 各 十 如 -一 1, ~0 的 动 直径 ， 在 平面 PP'321 上 以 
PP 为 直径 作 留 ， 当 PP' 变动 时 , 求 动 即 所 产生 的 曲面 . 

， 动 平 而 与 定 平面 字 ++ 攻 + 地 一 0 平行 且 交 三 坐标 轴 于 4 B,C. 


汪 园 4BC 所 产生 的 曲面 . 
[提示 ， 用 习题 6.1 第 13 题 .] 


第 四 节 ”简单 的 直 纹 曲面 


难 ' 吓 广 面 


与 直 贺 柱 面 的 轴 垂 直 的 平面 的 平 截 线 必 是 圆 ; 过 轴 的 一 
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个 平面 的 平 截 线 必 是 与 铀 平行 的 两 直线 ， 而 且 这 两 直线 必 与 
上 述 图 相交 .， 因此 直 圆 梓 面 可 以 看 作 是 与 一 定 交 相交 ， 且 垂 
直 于 定 圆 所 在 平 而 的 直线 平行 移动 而 产生 的 直 纹 曲 画 ， 将 此 
概念 可以 推广 , 则 有 ， 
定义 - 动 直 线 始终 平行 于 定 方 入 , 且 依 某 种 规律 移动 ， 
所 产生 的 曲面 叫做 垃 面 。 动 直线 称 为 母线 ; 与 母线 移动 的 轨 
迹 相 交 的 某 定 曲 线 ( 通 常 取 平 面 曲线 ) 叫 做 准 线 ， 下 面 建立 柱 
面 的 方程 . 
设 柱 面 的 淮 线 是 
tw, y, =0, Gv, y, ®) = 0. (A) 
母线 的 方向 是 直线 
Fi=ar+ by + ot+di=0, 
Bsa=% + bay + e+ d=0 
的 方向 。 因 此 母线 的 方程 可 以 写作 
Bi=A, Bs=h. C(O) 
这 里 和 *,， 凡是 参数 ， 由 于 (QO) 必须 与 (A) 相 交 ， 即 它们 有 公共 
的 名 y, z， 从 (A) 及 (0) 的 任意 三 个 方程 求 出 zy, za 代入 
其 余 一 个 , 即 得 


(B) 


HA, 4)=0. (D) 
于 是 问题 转化 为 求 适 合 (D) 的 音 参 数 直 线 族 (CO) 所 产生 的 直 
纹 曲 曾 。 利 用 本 章 第 三 节 的 方法 从 (GO) 和 (D) 消 去 和 、H， 得 
HB, Fs) 一 0. (1) 
这 就 是 说 ; 柱 面 上 任 一 点 的 坐标 适合 方程 (1). 

反 过 来 , 设 有 一 点 Po 其 坐标 wo、 go 与 so 适合 方程 (1)， 
现在 证 明 Po 点 一 定 在 母线 平行 于 直线 甩 ==0, 五 *=0 的 柱 
面 上 ， 

因为 wo, yo 与 zo 适合 (iL), 故 有 如 (Bio 如 wo) 一 0 这 里 
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Fo=aro byot ost da 人 1 2)， 过 Po 与 和 =0, Bs=0 
平行 的 直线 t 的 方程 是 
Ga (4— vo) + bi (Cy 一 一 %o) 十 ca (2 一 z0) =0, 
Gat — Lo) baly — yo) 十 cs 人 一 加 一 0. 
或 者 写成 
BE Bio, 五 3 一 五 30、 (E) 
必须 注意 : (到 中 的 有 i、 E, 的 2z、y、? 是 直线 1 上 的 动 点 的 华 
标 .、 外 于 已 (Elo， 五 oo) 一 0 故 得 HL， BH,) = 0. 这 说 明 ? 
上 的 所 有 点 都 在 少 面 (了 DD 上 , 邮 ? 在 (了 上 ， 出 于 6 有 许多 
个 , 放 厂 许 几 条 与 Bi ==0, i -0 平行 的 直线 ， 它们 者 在 站 查 
( 耻 上 .在 人 上 到 一 条 上 曲线 DD, 使 与 这 些 直线 都 相交 这样， 
曲面 (了 就 袁 示 以 召 : 一 0，7 =0 为 祭 线 方向 , DD 为 准 线 的 柱 
面 ， 且 Po 即 在 这 个 柱 面 上 . ce 
从 以 上 两 方面 的 论证 即 可 知 (二 是 放纵 柱 面 的 方程 . 
定理 1 以 卫 (z, y, sz) 0, Glz, gy, 2) 一 0 为 准 线 , 两 相 
交 平 面 Bj 二 ow 二 Ot 二 =0, Batt+ boy Tc 二 d= 
0 的 交 线 方向 为 母线 方向 的 柱 面 方程 是 
HB Ey) =0. (1) 
推论 1 以 f(x, 四) 一 0, xz 一 0 为 准 线 , z 轴 方 向 为 母线 方 
向 的 柱 面 方程 是 .Ac, 9y) 一 0， 以 gty, 分 =0 2=0 为 准 线 ，2 
轴 方 向 为 母线 方向 的 柱 面 方程 是 gCy, z) =0; 以 A(z, 2) =0, 
y 一 0 为 准 线 , y 轴 方 向 为 母线 方向 的 柱 面 方程 是 h(z, 2%) 一 0， 
推论 2 若 一 曲面 方程 仅 含 两 个 变数 ， 则 此 赐 面 必 是 一 
个 柱 面 , 它 的 母线 平行 于 所 缺 的 那个 变数 所 度 量 的 坐标 轴 ， 
下 面 的 一 些 方程 


禾 : 0 


— 324 一 


2 2 

人 后 局 1， 《3) 
Y= 2pr. (4) 
在 于 面 解析 几何 里 表示 zy 面 上 的 曲线 ， 它 们 分 别 是 椭圆 、 双 
曲线 和 扼 物 线 ,， 但 在 空间 解析 几何 里 则 表示 柱 面 。 因为 它们 
的 方程 起 二 次 的 , 故 称 它们 为 二 次 柱 面 , 而 且 分 别称 为 糊 圆 柱 
面 、 双 曲 柱 面 和 抛物 柱 而 。 它们 的 图 形 分 唱 见 图 6-18, 力 

6--14 和 图 6-15. 


图 6-15 
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详细 地 说 ，( 少 称 为 无 心 二 次 柱 面 ，@2) 和 (3) 称 为 有 心 二 

次 杜 面 。 它 的 标准 方程 可 以 写作 
Pe? + =1, POxV. 《5) 

当 二 0, 和 >0 时 ，(5) 才 示 梢 圆柱 而 ; 了 之 0, @<<0 或 P<0， 
@Q>0 时 , (6) 表示 双 册 柱 面 ; 二 二 0 <0 时 5) 无 实 轨迹 , 称 
为 虚 梢 圆柱 面 ， 

【 例 1 dd 0 snd aeAL ;以 定 方向 
为 母线 方向 的 柱 面 方程 . 

解 ， 设 准 线 方程 是 at?T8P 一 二 2 一 0. 1 7 2 为 母线 
的 方向 数 ， (ao，2zo， so) 是 准 线 上 的 一 点 ， 则 有 ozi 寸 281 一 了 
zs 一 0。 又 过 (ao，yo,， so) 的 母线 方程 是 


Po sk 
1 J 


9 六 V1 
将 so=0 代入 ,得 
RA ph 
Ll mm n 
也 即 w= i Ft -一 ng 
也 名 


再 代入 m8 十 00 二 1 中 , 得 
a NL) HO NY — me) ?=n 

此 有 妓 所 求 的 福 面 方程 , 显 见 它 属于 () 的 形式 . 

[ 例 2] 求证 下 烈 的 曲面 表示 柱 面 并 作 笠 图 : 

(1) P= (2) (t+) = (0 yy). 

【证 及 解 】 (1 曲面 刀 = 伴 仅 含 两 个 变数 ， 故 它 者 示 以 
半 立 方 抛物 线 多 一 个, 一 0 为 鹤 线 ,< 轴 方 向 为 母线 方向 的 
柱 面 ( 见 萎 6-16). 

(2) 曲面 (十 妨 )?= (x? 一 y”) 仅 会 两 个 变数 , 故 它 玫 示 
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元 A 
2 . 
7 


6-16 6-17 
图 


以 双 纽 线 = cos29,， 2 一 0 为 准 线 , z 轴 方 向 为 母线 方 向 的 
柱 面 ( 见 图 6-17). 

“说 3】 浏 斯 下 漠 有 于 的 形状 ， 

C1) (m+) CY tHE =a 

(2) (L+HD ITE =IHIY 2 

《3) fm iy—n ls, pla—l lr, le py) =0, mn 0. 

解 ， 寻 》 与 公式 (1) 褐 比 较 ， 出面 (7 十 骨 (Y 二 2) 二 中 表示 以 直线 
zy 一 0, yy 十 # 二 0 的 方向 为 母线 方向 的 柱 画 ， 耻 即 母 线 的 方向 数 是 1， 
1 和 

> 已 知 方 程 可 以 写 沼 《2 的 二 二 人 一 (二 地 十 (二 2) 由 公式 
人 ?可知 此 曲 古 过 示 以 1， 一 了 1 为 村 线 的 方向 数 的 柱 面 ， 

(3) 由 于 《or 一 2 二 CT 一 全 7) = 一 六 故 曲 而 
fom ly i111y)=0 就 可 以 写 为 fr!y 一 p12， 
P=0。 由 公式 上) 知 , 下 表 
示 及 直线 区 一 上 二 0, 2 一 于 二 人 的 方向 数 六 ?2 天 为 母线 方向 
的 柱 面 ， 

下 面 直 和 直 纹 乾 面 的 参数 方程 推 求 柱 面 的 参数 方程 : 
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设 准 线 的 参数 方程 是 . 
P=PD FOTO HAIONE (wu), 
生母 线 平行 于 常 问 量 to 一 令 二 mn (Wo). 
于 是 由 本 章 第 三 节 公 式 (5), 得 
到 一 pf -tyrto (SoWsSta， 一 ceo<0 民 -Hoc)， (6) 
此 邵 柱 面 的 向 量 形式 的 参数 方程 ,化 成 坐标 形式 , 即 
T= fu) + Y=) + om, 2=hW) + om 


《7) 
(asVst， 一 co<4< 民 十 co)。 
ES 
【 例 要 求 以 “一 了 7 i 6 (—o0<t 


所 十 co t 关 一 8， 一 了 ， 一 中 为 准 线 , 母线 平行 于 x 一 y 一 z 的 柱 
面 方程 . 

解 ， 些 时 天 人 :总 =: 工 :并 可 取 常 向 量 Yo= {L, 工 耻 , 故 
《7 可 以 写 为 


dl = 1， 可 ol 
区 一 fa 十 44，Y 一 7 十 旭 ， 旬 二 本 十 0 
《一 se<t<oeoy tt 一 人 一 5 一 —o0<WL+o)., 
好. 之 难耐 


- 蕊 直 轩 锥 面 的 轴 垂 直 的 平面 的 平 截 线 必 是 圆 ， 且 直 圆 锥 
面 上 的 任 一 点 与 项 点 联 线 必 与 这 贺 相 交 .， 句 此 直 圆 锥 面 可 以 
看 作 是 过 -定点 (此 定点 位 于 过 定 贺 的 圆心 且 与 定 圆 所 在 的 
平面 相生 直 的 一 条 直线 上 ) 且 与 定 圆 相交 的 动 直线 移动 而 产 
生 的 直 纹 曲面 .将 此 概念 加 以 推广 , 则 有 

定义 一 -条 动 直线 过 一 :定点 且 依 某 种 规律 移动 时 所 产生 
的 出 面 叫 做 锥 面 。 荡 直 线 叫 做 锥 面 的 母线 ,与 母线 移动 的 匀 
迹 相 交 的 定 曲 线 ( 通 常 取 不 这 定 点 的 平面 曲线 ) 叫 做 准 线 ， 定 
点 叫做 顶点， 
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设 锥 面 的 准 线 基 


Fly, y, HD=0, G(r, y, 地 一 0 (A) 
又 顶点 《a，BB, ) 是 三 个 相交 平面 
Ea=art+byiestd™=0 i=1,2, 3) . (B) 
的 变 点 , 于 是 有 
: aot-dB+iortd=0 G=1, 2, $8),. - (O;) 
设 过 顶点 的 母线 方程 是 
2 中 


将 这 三 个 分 式 的 分 子 .分 母 分 别 用 a，5,, ei 去 乘 , 再 将 所 得 的 
各 分 子 ,分 母 相 训 并 利用 (GO;)， 即 得 
AC Cn ep 十 3 十 o 十 过 
mt + bmn -ca a bm t en 
册 比 例 性 质 知 ， 当 = 二 2 38 时， 所 得 的 三 个 分 式 都 等 于 大 
于 是 直线 方程 就 可 以 写 为 
CQ] 天 十 28 十 caz 士 人 ia 十 Qi 把 Cat bay 62% 二 ts 
wtb tem at + bom- Cont 
= tY3 作 十 bay 十 Oa% 十 Cs 
wat -ban -t-Con “ 


或 者 写作 人 2 
这 里 UV=@g2d+ bm 十 02 m= Al bom-t on, 


i 十 Cs 了 2 
是 三 个 参数 . 由 于 (D) 必须 与 (4&) 相 交 ， 即 它们 有 公共 的 z， 
纪 8 从 人 ) 及 (到 的 四 个 方程 中 任意 取 三 个 ， 求 出 四 y, 
代入 其 余 一 个 , 而 每 

好 ,mm 一 0 {EF) 
从 ( 轧 及 (消去 1 7121, mw， 得 
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HE, EF,, FR,) =0. (8) 
这 就 是 说 , 欠 丙 上 的 任 一 点 的 做 标 适 合 方程 (8). 
下 茄 讨 论 方程 48) 的 特性 ， 在 母线 方程 (DD) 中 以 人 ,mm'%， 
2 分别 代 圭 如 m2', mw， 然后 利用 同 祥 推理 , 则 得 
HHO, Am, MN) =0, (GQ) 
由 (G) 知 (四 是 关于 7 rm', Ww 的 齐 次 方程 [和 广 ， 故 (了 B) 也 是 关 
于 五 ,五 。 五 s 的 齐 次 方程 . 
反 过 来 , 设 有 一 -点 Po 其 坐标 zo， go， “各 适合 方程 (8), 我 
们 来 证 明 : Po 点 一 定 在 以 三 个 平面 有 ~0G=1, 2, 区 的 交 
成 了 F(a B, ) 为 项 点 的 锥 面 上 . 
因为 zo, go 因 适 合 ( 抱 ， 故 有 五 (Bio, Bso, Bs0) =0, 
这 里 w= io 十 2 十 io 十 起 (一 二 2.8) 又 太 Po 的 方程 是 
光一 To > 一 名 
0 i ee (六 
于 十 fo 上 任 -- 发 的 你 标 是 (zol1 一 们 二 ot, go(1 一 办 ++Bt, 
20 江 一 入 二 YD， 由 于 于 (@, B, 7 是 如 =0(i=1, 2, 3 的 交 
点 , 故 有 


aat+épB-teryt+ad=0 G=1, 2, 8). 
将 的 坐标 代入 到 = 一 0 的 左 端 , 并 利用 上 面 关 系 式 , 即 得 
wivo ll 一直 十 a 科 寺 byo (I 一 帮 十 局 条 
+ei[z0(l ~ +7y + 
= wirot biyot eo + di—t (Got biyo + C20) 
+t(aat biB+ery) = Bioll—t). 


L 注 ] iS 2 的 是 茅 次 (¢>0,zys 帮 站 齐 砍 多数 的 定义 屋 : f(t, Py, $9) = 
2mf(z,y, 2)， 这 里 入 是 任意 常数 .例如 228in 和 十 名 十 好 是 二 次 济 次 


六 数 ， 如 果 了 (YY 人) 是 贷 深 齐 次 烤 数 ， 则 (人 , 妨 四 二 0 由 人 笋 加 类 
章 次 方程， 
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由 于 友 ( 久 五。， 吾 3) =0 是 关于 BI，B2，Es 的 齐 次 方程 , 所 
以 吾 ( 盏 6，1so， 五 so) =0 是 关于 瑟 I0， 加 so，Bso 的 齐 次 方程 
根据 齐 次 方程 的 定义 , 故 有 
H(Ew(i—H, Eso ll —#), Esoll—t))=0, 

这 就 说 明了 Poe 上 的 所 有 点 都 在 曲面 人 8) 上 ,也 就 是 说 了 Po 
在 (8) 上. 由 于 Po 有 许多 个 , 故 Po。 有 许多 条 .， 在 曲面 (8) 上 
取 一 条 曲线 了 D, 使 直线 FPo 都 与 DD 相交 , 这样, 曲面 (8) 就 表 
示 以 六 为 项 点 , 也 为 准 线 的 锥 面 , 而 且 Po 即 在 这 个 锥 面 上 . 

从 以 上 两 方面 的 论证 即 知 ; (8) 是 所 给 锥 面 的 方程 , 故 有 

定理 2 以 f(z, y, 2 一 0, G( gy, 办 二 0 为 准 组 ,三平 
面 BB, 寺 wz 十 by 一 0 十 Qi 一 0G(2 一 4, 2, 3) 的 交点 Va, B86, YY) 
为 顶点 的 锥 面 方程 是 (8), 且 (8) 是 关于 4 一 a, y 一 B, % 一 Y 的 
齐 次 方程 . 

定义 关于 2 一 Q, y 一 8, ?一 7 的 % 次 齐 次 方程 所 表示 的 
锥 面 叫 做 以 (g，B, 7) 为 项 点 的 次 锥 面 . 

推论 关于 z, y, z 的 % 次 齐 次 方程 了 (x%, y, z) =0 表示 
以 原点 为 顶点 的 % 次 锥 面 ， 关于 光一 %, 3 一 有 z 一 7 的 次 齐 
次 方程 了 (vw 一 a, YY 一 后 2 一 旋 一 0 表示 以 (a， BB 7) 为 顶点 的 
% 次 锥 面 . 

【 例 5 求 以 实 的 有 心 常态 圆锥 截 线 为 准 线 ， 以 定点 为 
顶点 的 锥 面 方程 ， 

解 : 设 准 线 方程 是 ao 和 6 =1 2 一 0, 顶点 是 (a, 8p， 
7 旋 . 母线 方程 是 Z= ao 十 耳 8V= Bo 十 nt, xz 一 加 十 中 由 于 母 
线 航 准 线 相 交 , 故 有 

oot Lo B+m) =1, y+ni=0. 
此 两 方程 对 有 公 和 解 , 消去 #1 后 ,得 
ana—ty) tb RB — my) =n. 
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由 母线 方程 得 
Te m= gy-8 ZY 
# “ 


在 这 四 全 方程 中 消去 丸 pz, nm 即 得 
&fy(z--o 一 wx(s 一 力 ]2+8[BG 一 2 一 ?人 一 所 本 
一 人 一 72 
此 是 关于 ww 一 a, y 一 忆 , 2 一 _y 的 一 次 齐 次 方 各 ， 所 以 是 所 求 的 
以 (a，B, 7 为 项 点 的 锥 面 方 程 ， 
-【《 例 旨 求 以 原点 为 顶点 ; f(r, 一 0, 2 一 大 (人 关 0) 为 准 
线 的 锥 面 方程 


解 : 设 二 线 方程 是 守卫 于 (一 从 , 它 与 准 线 相交 , 则 


fi, md) 0, nt 一 hb， 消去 得 玫 此 ,了 2)-0, 再 消去 
m,n， 得 用 全, 旦 )-0， 此 即 所 求 欠 面 的 方程 

【 例 7]】 判断 

Pls—zo)’+Q(Y—Y) + R20 =—0, PRRAO 
表示 什么 临 面 ? 

” 解 ， 此 方程 是 关于 4 一 zo0, y 一 yo, zx 一 zo 的 二 次 齐 次 代数 
方程 , 故 表示 以 (exo， go, zo) 为 顶点 的 二 次 代数 锥 面 ， 当 了 了 , %， 
不 都 同 号 时 , 为 实 锥 面 ; 当 了 , Q, 已 同 号 时 , 为 虚 锥 面 . 

【 例 8] . 判断 
(yy 十 2 一 鸭 8 十 人 十 一 2)5 十 (2 十 9 一 2 
7 8+z—2) to 一 2) (c+y—2) =0 
表示 什么 曲面 ? 
解 ， 三 平面 ys 一 2 一 0 2 十 % 一 2 一 0, 2 十 y 一 2=0 有 一 
交点 (1, 1, 录 ， 且 已 知 方程 是 yt+* 一 2, ?十 一 2,% 十 y 一 2 的 
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三 次 齐 次 代数 方程 ， 故 它 才 示 以 (1, 1，1) 为 顶点 的 三 次 代数 
锥 面 . 

由 例 6 容易 推出 ， 以 原点 为 顶点 ， 写 二 每 - 忆 yd 
准 线 的 锥 面 方程 是 | 


1 f ew 1 /evy nn 
信人] 放生 是 划 
以 原点 为 顶点 , 仿 一 2pm,# 一 6 为 淮 线 的 锥 面 方程 是 


C 一 2020 = 0, 
若 在 :z 面 上 作 旋 转 z= 一 ;Y= 和 2- ， 2 一， 则 得 
Vi es i 
由 以 上 的 讨论 得 到 : 以 原点 为 顶点 ， Ae ed 
的 锥 面 方程 必然 可 以 写 为 
Pr--Qy + R20, PORz#AO. (9) 
这 里 了 , @, 有 不 都 邮 号 (9) 式 叫做 二 次 代数 维 西 ， 当 PP， 
@, 忆 不 都 同 号 时 , 为 实 锋面 ; 都 同 号 时 , 为 虚 锥 而 . 
下 面 由 直 纹 曲面 的 参数 方程 推 求 包 面 的 参数 方程 ， 设 准 
线 的 参数 方程 是 
OAC AO aA Gu uw). 
顶点 的 位 置 向 量 是 忆 一 wi 十 yof 十 tok, 小 T(W) = 二 Pp 一 妃 是 
母线 上 的 向 量 , 由 本 章 第 三 节 公式 (5)， 得 
P=p0) tor bt) 一 POOL 十 轨 一 0 而 


1 
(as<<V<to，--co<1 必 十 co)、 0 
此 即 锥 面 的 了 贡 形式 的 参数 方程 , 化 成 坐标 形式 , 即 有 
t= 人 十 太一 920 890D (十 人 — vyo, (1) 


$= Lt) QEUCYU, ~— LDL+o0), 
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EN 


十 ce 7 天 一 人 —b, 一 0) 鸭 准 线 ， (wo, Vo, zo) 为 顶点 的 锥 面 方 


程 . 
解 : 根据 (13) 得 所 求 锋面 方程 为 


二 本 ee a 
冰 一 i (1+2)—vro, Y= 7 (4+) — vyo, 
2 一 jo 《I 十 4) — vo 


(一 ce 天 < 十 coj tag, —b, ~ 一 co<u< 必 十 cc)， 


“ 翁 - 孔 劈 锥 面 


现在 再 介绍 一 类 较 简 单 的 直 纹 曲面 : 

定义 一 直线 与 定 直 线 相交 并 始终 平行 于 定 平面 ， 且 依 某 种 规律 
币 移动 ,所 产生 的 由 面 串 均 锥 面 也 中 要 形 曲面 . 定 直 线 如 与 定 平面 垂 直 ， 
则 所 产生 的 曲面 叫 直角 辟 锥 面 ， 与 母线 移动 的 轨迹 相交 的 定 曲 线 ( 通 
常 是 平面 曲线 ?叫做 准 线 , 定 直 线 电 轴 , 定 平面 叫 准 平面 ， 图 6-18 即 表 
示 以 直线 1 为 加 ,wm 为 准 平 面 、 园 C 为 准 线 的 直角 恤 锥 面 ， 下面 建立 辟 
锥 面 的 方程 ; 

设 劈 锥 面 的 准 线 是 

Fz, Y) 2 一 0 G(r, y, 2 一 个 (A) 
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Bi 2 十 下 一 0， 吾 3 三 coX 十 DB 十 caz 十 吕 一 人。 CB) 
谁 平 硬是 
五 关 Gz 十 by 十 cz 二 CC 一 0 《C)》 
于 是 射线 方程 可 以 写作 
E11—ABs=0, B= (D) 
这 里 入 , 上 疡 是 参数 ， 由 于 昼 线 (了 DD) 与 准 线 (A) 相交 , 即 它们 有 公共 的 包 
32。 从 (六) 及 CD) 的 任意 三 个 方程 求 出 xX、y、 2 代入 其 余 一 个 ， 即 得 
HCO, p=0, (BR) 
于 是 问题 就 转化 办 求 适合 ( 驰 ) 的 双 参 直线 族人 4D) 所 产生 的 直 纹 曲面 . 利 
用 本 章 第 三 节 的 方法 ,从 (CD) 各 (下) 消去 入 和 和 上, 得 到 
五 (好 ， #)=0. (12) 


这 就 是 说 , 劈 馆 面 于 任 一 点 的 耸 标 适合 方程 人 127. 

反 过 来 , 没有 一 点 Po, 其 坐标 xo, yo 20 适合 方程 人 12)， 现在 证 明 : 
Bo 点 一 定 在 母线 平行 于 定 平面 台 且 与 定 直 线 1= 包 Ba4 二 0 相交 的 一 
个 器 谁 而 上 ， 


因为 rw yo, “0 适合 (12), 效 有 且 ( 避 ,如 )=0， 这 里 Rio-auzo 二 


Bao 十 ctzo 十 dr (一 二 2). 过 Po 与 直线 盏 一 0， Ba=0 的 平面 方程 是 

wbB1 一 E10k2==0, 过 Po 与 五 平行 的 平面 方程 是 召 一 瑟 。 因 此 与 五 :一 
0, 2 一 0 且 与 五 =0 平行 的 直线 1 的 方程 可 以 写 为 

五 Ee pm 

一 BB. (F) 

必须 注意 ， (了) 中 的 本 , Ba 及 证 的 zy 8 是 1 上 上 动 点 的 坐标 ， 宙 于 

10 站 a 站 E1 Rs 训 人 2 放 大 占 : 2 

互 ( 且 ， Eo)=0, 故 得 玉 (- 午 ,五 )=0, 这 就 说 明 ，1 上 的 所 有 点 部 在 


20 
曲面 《13) 上 . 由 于 Po。 有 许多 个 , 故 1? 有 许多 条 ,在 曲面 \12) 上 取 一 条 
曲线 DD 使 与 这 样 的 直线 ! 都 相交 ,于 是 (12) 就 表示 凡 B11 一 0, 2 一 0 为 
轴 、 互 =0 为 准 平面 、 卫 为 准 线 的 劈 锥 面 , 且 Po 即 在 这 个 辟 锥 面 上 ， 
成 忆 上 两 方面 的 论证 即 知 :3 是 所 编 器 锥 面 的 方程 , 故 有 
定理 和 俯 R(T, yy 人 一 0 G(T 切 7) = 二 9 涩 淮 线 ，B1 三 Qf 十 b1y 
十 5 十 网 一 0， 瑟 3 二 022 十 boy+008 十 0 二 0 为 贺 ， 加 三 QX 十 诬 十 02 十 比 寺 从 
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为 准 平面 的 够 锥 面 方 程 是 (12) ,但 准 平面 不 过 轴 ， 

【 例 10】 瓦 里 斯 CWallis) 曲面 - 求 以 = 轴 为 轴 ，zy 面 为 准 平面 ， 
纺 二 22 二 4 7 二 3 一 0 为 准 线 的 劈 锻 面 方程 ， 并 分 蓝 求 < 一 一 中 y 一 多 
2 一 pfa>p>0) 所 产生 的 平 截 线 的 形状 ， 

” 解 : 母线 方程 是 Y 一 和 一 0 3 一 此 。 刘 果 母线 与 准 线 相 交 ， 则 得 
2302 二 p29=-42?， 从 这 三 个 方程 消去 入 pp 得 Ge1 一 2202 一 的 ， 此 即 所 来 
的 劈 锥 面 . 

Z 一 一 的 平 截 线 是 图 纺 十 2 一 4 2 一 一 入 yy 一 0 的 平 截 线 是 重合 
站 线 z= 直 g=0 及 两 条 直线 y 一 0 z 十 40 z 一 Db 的 平 截 线 是 也 直线 
dy= rvV BD, z=b(asb>0). 

[ 例 11】 求 以 z 轴 为 轴 , 2y 面 为 准 平面， 

Treost, =r Snt, 2 《0<i<2m) 
为 叭 线 的 发 锥 面 的 参数 方程. 

解 ， 母线 方程 是 gg 一 和 一 0 2 一， 与 准 线 相交 ， 得 sihv 一 和 cosv， 
Ptv) = 从 这 两 方程 消去 2, 得 $laretgX) 一 以 ;与 母线 方程 消去 入、 
得 车 遍 方程 ==4 (arctg 世 ), 化 成 参数 方程 ,得 

二 上 CO y= Si yy, 如 一 由 (03》 (OAVSLr, +o0), 
出 喜 是 . - P=wue(y) 十 po7。 村 

”注意 1 当 %(o)av 时 , 则 上 面 的 旧 面 方程 是 z=ware 训 艺 ， 
此 即 本 章 第 三 节 例 6 的 直角 螺旋 面 . 

”2. 当 8 一 ac 时， 则 上 面 的 偶 高 方程 是 :一 -一 2 +b 或 yz 


一 4 十 bg， 这 天 示 双 曲 抛物 面 《三 第 七 章 将 详 述 ), 


生 * 生 ”曲线 的 投射 柱 面 


已 知 一 条 空间 县 线 及 一 个 平面 以 此 平面 的 法 线 方向 为 
母线 方向 , 空间 曲线 为 准 线 , 所 产生 的 柱 面 , 叫做 这 条 曲线 关 
于 这 个 平面 的 投射 在 面 ， 通 常 取 坐 标 面 为 定 平面 ， 利 用 空间 
曲线 的 投射 柱 面 可 以 比较 准 聊 地 作出 此 线 的 图 形 ， 见 下 面 的 
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例题 , 先 证 一 个 定理 . 
定理 和 已 知 空 闻 典 线 
Fls, y, 70, G(r, y, ?=0, 
则 从 西方 程 中 消去 *， 即 得 出 它 关 于 wy 面 的 投射 柱 面 的 方 
程 。 
【证 】 我 们 推 求 以 已 知 话 线 为 准 线 , 2 轴 方 疝 为 母线 方 
和 襄 的 柱 面 方程 设 zo; Yo, zo) 古 已 知 熙 线 上 一 点 , 则 
Fro, Yo to) 0, GLo, Yo, so) =0. (A) 
过 此 点 的 母线 方程 是 z 
Tro Y=. (E, 
将 (B) 代 入 (A), 得 了 F(z, y, #0) 一 0,，G (gw, yz0) =0， 从 这 黄 
方程 消去 zo, 也 即 从 已 知 两 方程 消去 则 得 到 所 求 投射 柱 询 
的 方程 . 1 
【 例 12】 求 维 维 安 尼 则 线 ( 本 省 第 = 沁 关 于 三 个 华 2 
标 面 的 投射 柱 面 . 
解 了 从 条 十 久 寺 光一 吧 到 十 多 一 az 中 消去 2， 即 得 关 
了 叹 夯 的 投射 柱 面 4 十 一 qz， 和 二 个 直 圆 柱 商 (图 
6-19). 


图 6-19 
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2， 由 已 知 两 方程 相 减 得 2 二 a(a 一 ,此 即 关于 zx 面 的 
投射 柱 面 , 这 是 一 个 殷 物 柱 面 (图 6-19)， 


二 


代入 中 alg 一 wg) 中 ,得 人 一 2(2 一 g) 这 是 关于 x 面 的 投射 
柱 面 (图 6-19)， 

一 般 地 说 , 任意 两 个 投射 柱 面 的 交 线 即 表示 原 曲 线 , 但 对 
例 12 中 的 曲线 用 球面 和 在 wy 面 上 的 投射 柱 面 来 表示 则 比较 
容易 看 出 它 的 形状 . 

由 上 可 见 , 已 知 空间 一 条 曲线 的 方程 时 , 可 以 推出 它 关 于 
三 个 坐标 面 的 投射 柱 面 的 方程 。 于 是 可 以 选 到 两 个 比较 简单 
的 投射 柱 画 的 方程 作为 这 条 曲线 的 方程 。 因 此 在 措 绘 基 条 曲 
线 时 , 就 可 以 描绘 这 两 个 柱 面 的 交 线 (在 画 法 几何 上 将 这 交 线 
称 为 叶 线 )， 现 举例 说 明 作 图 的 方法 . 

【 例 18】 求 作 二 柱 面 避 十 访 一 25 一 0，w? 十 下 一 4=0 的 
交 线 , 

解 ， 先 作出 各 柱 面 与 其 母线 所 垂直 的 坐标 面 的 交 线 (图 
6-20) ， 然后 取 一 平面 , 使 与 轴 ( 即 与 二 柱 面 母线 都 不 平行 
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的 轴 ) 垂 直 , 设 此 平面 的 方程 为 zx 一 £, 它 与 4 轴 的 交点 为 KK. 
此 平面 与 坐标 面 上 的 交 线 交 于 4、B8、C、D 四 点 .县 过 每 点 
必 有 一 对 应 柱 面 的 母线 通过 ， 此 四 条 母线 都 在 平面 zk 上， 
四 条 母线 的 交点 如 、F、 Ff、 及 也 是 二 柱 面 交 线 上 的 四 点 ， 如 
令 平面 xw=k 取 不 同 的 位 置 ， 即 可 得 出 足够 的 点 以 作出 曲线 
《图 6-21) . 

【 例 14] 求 曲 级 2@? 十 2 十 4 二 42，23 十 82 一 8y 一 12% 关 
于 三 个 坐标 面 的 投射 柱 面 , 并 作 此 曲线 . 

解 ， 从 已 知 方程 
分 别 消 去 刀 y, :， 即 
得 曲线 关于 三 个 坐标 
面 的 投射 往 面 ， 它 们 
分 别 是 

22—4y = 4z, 

02 十 5 一 42， 

2 十 dy =0. 图 6-22 
图 6-22 表示 第 二 与 第 三 两 个 柱 面 所 相交 的 原 曲 线 , 它 的 画 法 
与 例 18 的 方法 相似 . 


“4 号 直 辆 锥 面 的 平 截 线 


在 平面 解析 几何 里 ， 我 们 将 椭圆 、 双 曲线 和 地 物 线 叫做 器 锥 蕉 线 ， 
这 是 因为 它们 都 是 直 圆 锥 面 的 平 截 线 ， 下 面 就 证 明 这 个 论断 . 


设 有 以 0 为 顶点 , 04 为 轴 , 半 项 角 为 a(0<a< 持 ) 的 直 加 锥 面 ， 


又 有 一 平面 w. 现在 讨论 下 与 的 交 线 局 的 形状 、 
以 避 为 原点 ,过 原点 向 严 所 作 的 垂 线 为 > 轴 、 在 4Oz 商 上 作 y 轴 ， 


使 yO04 一 9， 适合 0<9< 地 ,然后 再 作 4 加， 使 Ozys 成 右手 系 (图 
6-23)、 因 此 L204= 守 一 9, 故 04 的 方向 余弦 是 0, cos0, ein 09. 
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设 卫 (T, 龟 介 为 下 上 任 党 一 点 , 则 过 请 和 且 与 04 垂直 的 平面 方程 

(Y—y)cosBr (Z~—2)sind=0, 
还 平面 与 04 的 交点 是 了 ， 囊 
OWN? ~ (ycos0+ zsing)?, 但 DN? 
OP?cos2a, 改 得 下 的 方程 是 

(Eo ee ide 
~ (ycosO+tasind) (AYy 

设 w 与 z 轴 的 交点 为 W, 旦 没 OU 
2， 则 赤 的 方程 是 


2 一 人 (B) 
因此 下 所 产生 的 平 截 线 C 的 方程 是 . 
(B) 与 图 6-23 
rpcosig= (ycos0 + psinOy?, 
或 Loo at YC — C0820) — Dpy sin Gcos 
+ {ens oa— sin20) =0 {Cy 


的 交 线 , 这 里 (C) 表示 母线 平行 s 四 的 一 个 柱 面 , 它 与 沪 面 的 交 线 是 
一 圆锥 截 线 ， 即 交 线 C， 现 在 将 (0) 当 作 zy 面 上 的 平面 曲线 耐 规 以 研 
究 ， 由 于 唤 


Ts=c0s2ateos?9— cos wy), 


Cos2 人 0 : 0 
Ta 一 | 0 eosa—cos®0 一 DSinoecos0 | = 一 22sin3av cosdw. 
0 —psingcosg 22(cossa 一 Sift20) 


4. 如果 jp 二 0, 则 Ts 让 0 故 (C) 为 常态 圆锥 截 线 ， 

(1) 当天 =0， 即 eos2=eosa 或 9 一 ca， 则 (QO) 表 示 抛 物 线 ， 此 时 y 
轴 在 下 上 二， 昌 与 “平行 。 因 此 ww 与 一 条 苹 线 平行 时 ， 则 平 截 线 是 抛物 
线 ， 

(3) 当 Jo>>0， 即 cos 6>>cos a 或 98<za, 则 ( 促 表 示 双 曲线 ， 此 时 y 
畏 在 下 的 内 部 ， 因 此 与 两 个 半 维 面 者 相交 于 , 则 平 截 线 是 双 曲 线 . 

《3) 当天 <D， 即 cos 昌 <cosa 或 和 >a 且 五 一 3oos?w 一 cos?0 与 

[ 注 ] 参看 吴 光 而; < 解析 几何 ?第 五 章 。 
A 如 入口 一 一 


7 肥 号 ， 则 kC) 表 实 崩 阅 ， 此 时 2 轴 在 天 的 外 部 ， 因 此 ze 只 与 一 个 半 锥 
本 相交 于 , 划 平 莽 线 叶柄 辐 . 


i 


2， 如 果 p 一 0, 旭 五 一 0, 改 (C) 为 变态 圆 能 帘 线 , 且 (C) 变 为 
Tio Gr os a 一 cos20) 一 0. 

《1 当 <a 时 《下 示 两 介 安 直 线 . 

《2 ) i (中 表示 屯 重 合 直 线 . 

《3)》 沁 >a 时,《C) 卖 示 现 条 虚 直 线 或 原点 。 


习 题 6'44 


， 求 流 态 = 一 207， 2 一 0 浪 准 曲线 , (1) 7 m,n 为 母线 方向 数 的 柱 面 方 


程 ; (3) Cro, 和 :20) 为 项 点 的 钦 面 方程 . 


这 江 zt 十 By 十 C12 十 则 二 0，qaz 十 by 十 ca8 十 Qo 二 0 为 准 油 弘 ，(DD 


E 和 ,3 为 司 线 方向 数 的 柱 面 方程 ; (3 (zo,yo, so) 为 顶点 的 锥 面 
方程 


:求证 下 烈 遇 面 为 三 而 , 并 总 母线 方向 , 且 作 (1)、 (2) 的 图 ; 
C1) glx: (2) zx 一 sin 中 
《3) 妇 一 1 一 z4; (4) 《2 十 g 十 的 2 (5 一 一 用 轩 


CB) 《z 一 区 2 yaa 


- 求证 下 列 曲 面 为 通过 三 条 从 标 轴 的 锌 丙 ， 县 求 项 后 的 坐标 


《1 内 小 和 十 一 0; 

《3) (WY+a—r) tr + tiYy~ 2 =0, 

说 明 下 列 曲面 的 形状 ， 

(1) +e—r—1)? (ee—y— Es 

(8B) (y+2—7—1 =(+i—y—1) (ry sl1); 


yi-2— 必 一 ] ps _ 1\3 
(9) (A ) ~ ety-e DD’. 


， 求 与 + 轴 及 * 二 等 距 的 点 的 轨迹 方程 ,并 说 明 它 的 形状 。 


谥 明 第 一 吾 第 - 节 例 ?的 轨迹 的 形状 . 


. 求 下 多 曲线 关于 二 个 坐标 面 的 投射 柱 面 , 并 选用 其 中 两 个 , 以 作 访 


邢 线 : 
全 7 22 十 扫 十 各 一 33， -4 一 加 = 
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10, 


31, 


*12. 


(3) x2—y -2 0, tym2+t1=0, 


， 求 证 gw 一 于 2 一 和 0 ,il 三 0 表示 以 以, % 为 母线 方 疝 


数 , 9(y, z) =0, z=0 为 准 线 的 柱 面 方程 . 
求证 了 V9) 一 0 表示 以 (zos yo so) 为 顶点 ， 


ee 0 话 一 20 
flz, Y) =0, >=0 为 准 线 的 镍 面 方程 ， 
如 果 直 线 末 = 妆 = 六 是 以 原点 为 顶点 的 锋面 和 (rz, yy 轨 一 0 的 
母线 , 则 FQ, 7w, 7n) 二 0; 反之 , 如 过 直线 = 站 = 二 的 方向 数 


In% 
适合 章 次 方程 FQ, rm, 内 =0， 则 它 必 是 名 Po 网 呈 一 0 的 
线 . 
以 Ca, b, 0) 为 顶点 的 锥 而 与 yr 面 的 交 线 是 Gy, ?) 一 0, 一 0. 求 
证 它 与 ze 面 的 交 线 是 (如 ~， 名 二 各 )~0,y~0，[ 提 东 ; 先 
以 交 线 为 淮 线 , 作出 能 机 方程 .] 


. 求 以 Y 一 0 为 准 平面 ; z=0, x 一 0 为 轴 ; 2 十 y? 一 7 z=0 为 准 线 


所 产生 的 臂 锥 而 方程 , 并 作 图 . 


， 求 与 两 抛物 线 妨 一 a2r, 2 一 0 及 2 一 bp?x, y 一 0 都 相交 朋 与 平面 


b2y? 一 aq322 中 的 任何 - -个 相 平行 的 动 直线 所 产生 的 曲面 方程 ， 


. 求 与 两 异 面 直线 都 相交 且 与 一 定 平面 平行 的 动 直 线 所 产生 的 曲 


面 . 


， 过 2 轴 与 y 轴 分 别 作 动 平面 ,使 它们 的 交角 为 g， 求 证 它们 的 交 


线 产生 锥 面 ztz2 十 十 22) 一 xy?tg?a 
[提示 : 利用 第 11 题 .] 


第 五 节 旋转 曲面 


后 .1 旋转 曲面 的 普遍 方程 


本 节 讨 论 曲线 根据 某 种 规律 运动 所 产生 的 另 一 类 曲面. 
己 知 一 烛 线 与 一 直线 。 以 此 直线 为 旋转 轴 ， 将 曲线 绕 畏 
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旋转 , 则 所 产生 的 曲面 叫做 旋转 曲面 , 这 直线 叫做 旋转 轴 , 所 
旋转 的 曲线 叫做 母 曲 线 . 当 母 曲线 是 平面 曲线 ， 且 轴 在 这 曲 
线 所 在 的 平 而 上 时 , 以 轴 为 界 的 半 平 面 叫做 经 平面 , 它 与 曲面 
的 交 线 叫做 经 线 ( 子 车 线 ); 与 轴 算 直 的 平面 电 做 纬 乎 面 , 它 与 
曲面 的 奖 线 叫做 纬 线 ( 税 行 图 )， 显然 , 旋转 曲面 的 经 线 关于 
旋转 轴 是 对 称 的 , 且 所 有 经 线 都 相同 , 而 纬 线 则 是 以 轴 为 联 心 
线 的 一 组 圆 . 


下 面 建立 旋转 曲面 的 方程 . 
设 旋转 曲面 的 母 曲 线 是 
Ply, YY， 2) =0, 好 (和 Y, %) 一 0. (A) 
旋转 轴 是 
Tw VYy—0 2 一 
和 


现在 取 一 较 族 ， 它 们 的 圆心 在 (B) 上 ， 且 男 所 在 的 平面 与 (了 ) 
垂直 , 则 此 回族 方程 可 以 写作 

1 A (2z 一 上 2 一 了 2， (GO) 

区 十 2V 十 ?2 一 六 
这 里 7, Pp 是 参数 .于 是 这 旋转 曲面 可 以 看 作 是 永远 党 (入) 相 
交 的 圆 族 (0C) 所 产生 . 由 于 (CO) 与 A) 相交, 即 它们 有 公共 的 
X,Y 2.。 从 ( 忆 ) 及 (四 个 方程 中 任意 取 三 个 ， 求 出 一 2 
代入 其 余 一 个 , 即 得 
Hur, p=0. (D) 
于 大 问题 即 转化 为 求 双 参数 的 圆 族 依 条 件 (D) 移动 而 产生 的 
有 曲面。 从 (0) 太 (DD) 消去 ?及 p， 得 
H(+YV (to (y—6) + Go—o), 
yt my tz) =0. 


这 研 是 说 , 谍 转 曲面 上 任 一 点 的 坐标 适合 方程 (了 D)， 


(1) 
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”反之 ， 设 有 一 点 Po， 其 坐标 zo，go， zo 着 全 方程 (和 ， 现 
在 证 明 ， Po 点 一 定 在 以 (B) 为 旋转 轴 庚 产生 的 旋转 曲面 上 ， 
因为 zo，yo，zo 适合 (1), 故 有 
五 ( 土 V (zo 一 4)? 十 《go 一 全 ?十 (《zo 一 0 ， (E) 
lro + mfo 十 92g0) 一 0. 
过 Po 与 直线 (B) 垂直 的 平面 是 玫 十 my 十 好 一 1oo 十 mp 十 ?220， 
以 《4,6,0) 为 球 心 ,过 Po 的 球面 是 (2 一 0)?- (一 2)? 十 (8 一 0 
一 《ao 一 &)2 十 (go 一 切 2 十 《so 一 6)3， 因此 
(2 
| = (20 一 4 + (yo— b+ (eo—0)? CR) 
Ww my tne lvot myot nzo 
表示 过 Po 的 图 大， 且 贺 所 在 的 平面 与 (B) 垂直 ， 必须 注意 : 
(8) 中 的 4% 所 2 是 五 上 动 点 的 坐标 由 (外 可 得 方程 (四 ， 
这 就 说 明 及 二 的 所 有 点 都 在 曲面 (1 上， 由 于 Po 省 许多 个 ， 
故 入 有 许多 个 ， 过 轴 任 作 半 平面 与 GD 相交 成 一 条 曲线 工 , 
则 工 必 与 这 样 的 圆 到 都 相交 ， 于 是 (全 就 表示 以 (B) 为 轴 、 瑟 
为 母 曲 线 的 旋转 曲面 , 且 Po 即 在 这 个 旋转 曲面 上 . 
从 以 上 两 方面 的 论证 即 知 :，( 册 是 所 给 旋转 曲面 的 方程 ， 
故 有 
定理 1 以 F(z, gy, z)=0，G(z, y, )=0 为 母 昌 线 ， 
2 和 -3 一- 人 为 轴 的 施 转 曲面 方程 是 (了 D. 


推论 1 以 f(z, 2) =0, y=0 或 f(y, ~0, 2=0 为 生 
曲线 , > 轴 为 旋转 轴 所 产生 的 旋转 曲面 方程 是 
(EM 0 (2) 
推论 & 曲面 
9( 土 VY+z -0 (8) 
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表示 以 gl% 四 =0, y=0 或 gty, 加 =0,z-0 为 峡 曲 线 ,5 


轴 为 旋转 畏 的 旋转 曲面 ， 
推论 8 曲面 
h(t s+, of) 一 0 (4) 


表示 以 jz 仍 =0, w=0 或 hlw) 一 0, z-0 为 母 曲线 ,9 
办 为 旋转 轴 的 旋转 曲面 . 
注意 ”利用 (2)， 半 加 z= 一 ^ 午 一 ,y=0 以 z 轴 为 施 
转轴 产生 两 个 曲 而 块 : 
wW/ 十 型 = 一 AT 一 过 和 Vt Vi, 


前 者 无 意义 , 后 者 是 球面 - 
zz 十 急 士 让 一 工 UN 
Cr 


因此 ， 可 看 出 (2) 中 正 负 号 的 作 
用 . 
[ 例 堪 环 面 求 以 y 轴 为 族 


转轴 , 母 曲线 为 回 本 
(sdb, z=0 (4>6>0 
所 产生 的 旋转 曲面 . 


解 ， 由 于 母 曲 线 是 妇 十 欠 一 2az 十 吧 一 大 一 0 z 一 0, 利用 
推论 1， 扩 产 生 的 旋转 曲面 方程 是 
(Met -p20 (tM) 二 6 =0. 
化 简 得 《2 十 妇 十 加 十 归 一 有 )2 4@7 (2 二 +2)， 
此 为 四 次 曲面 , 它 的 形状 如 图 6-24 所 示 ， 
【 例 2] 求 以 y 轴 为 旋转 轴 , 坪 曲线 为 正 束 曲线 骤 
z2-8Siny, 2 一 0 (—n<y<A) 
斯 产生 的 旋转 曲面 . 
解 ， 利 用 推论 1， 记 产生 的 旋转 曲面 方程 是 


LMTRany (ny<n), 
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和 


图 6-25 


即 人 十 从 一 Sin*y， 形状 见 图 6-25. 
【 例 3】 求 以 z=% 一 z 为 旋转 轴 ，2zg 面 上 一 条 平分 角 线 


为 母线 所 产生 的 旋转 曲面 . 
解 ， 母线 是 
t=Y, Y=—0; CA) 
动 回 是 
了 十 3 十 2 一 力 及 十 久 一 训 一 T3 (B) 


出 于 (A) 与 (B) 相 交 , 故 将 (A) 代 入 (B), 得 24=p, 2 一 7”， 消 
去 多 即 得 27r?= 驴 ， 故 得 所 求 旋转 曲面 古 
2 (十 所 十 22) 一 (2 十 YY 十 各 
即 V+ +2 Dy —2er— 20y 一 0. 
这 表示 以 原点 为 项 点 的 锥 画 ， 
【合生 求证 人 十 22) (TH+z2) 2 一 工 是 旋转 临 而 、 


【证 】 二 以 多 过 十 和 和 一 也 y 
;2 一人 0 为 
母 曲 线 , 2 轴 为 旋转 轴 , 可 得 已 
知 临 画 (网 图 6-26) . az 
2. Bea) 1,y0 
1 
或 以 z= 了 二 x3， VY 一 0 为 母 曲 辑 $0 


线 , = 轴 为 旋转 轴 也 可 得 已 知 曲面 ( 见 图 6-27)， 
这 曲面 的 形状 如 图 6-28., ]】 
【人 鲍 蝇 求证 名 十 饿 十 


I 一 2a (yz 十 2 十 zy) 一 0 下 
示 一 个 旋转 曲面 ， 
“ S [证 】 将 已 知 方 程 写 成 
1 一 0 
TO 
图 6-27 图 6-28 


2 二 a 二 二 2 yy)] 
二 ew i+) 一 站 
即 (G1) (+t) 一 gz 十 9 十 入 2 一 22. 
将 此 式 与 (1) 式 比较 ,可 以 看 出 : 已 知 方程 表示 以 z=y=2 为 
旋转 轴 的 旋转 曲 而 .了 


侠 ` 安 ”旋转 曲面 的 参数 方程 


设 有 母 曲 线 
必 : z=f (0), y=9(), z= h(t) (ttet,). 
现 求 以 z 轴 为 旋转 轴 所 产生 的 旋转 4 


曲面 (图 6-29). 设 P(z, y, 2) 是 曲 
面 上 的 一 点 ， 那 么 它 一 定 是 由 CQ 上 
某 一 点 Po (x0o，yo， 20) 旋转 而 得 . 设 
(p, ,人 与 (po, 600, v0) 分 别 是 P 
及 Po 的 柱 举 标 , 显然 有 
p=Po= MI (to) TCD， 
U—= Wo— h(to), 


y=psinf= ALEFCto) sz 十 [9g (to) ?sin 0, 
2 =u—h(to). 


v=ocog0= MLf to): + [g(to) lc0s0, 
| 


当 五 芯 tsst， 0<0<<27， 即 得 所 求 旋转 上 昌 面 的 方程 


光一 SANITEE TL 
y— MTG It Lg ein 9 
2 二 (DD), 
将 (5) 写成 向 量 形 式 , 则 有 有 
P= VLU] TLg) eld) 二 人。 (6) 


故 有 二 
定理 2 以 zz 一 7 人, 一 9 一 太 为 母 曲线 ,z 轴 为 旋 
转轴 所 产生 的 旋转 昌 而 的 坐标 形式 是 (5)， 风 量 形式 是 46) . 
【 例 6] 用 公式 与 ) 推 求 环 面 的 参数 方程 . 
解 ， 将 gz 面 上 的 加 GY~…4)? 二 + 流 = 如 ,w= 二 0 化 成 参数 方程 ， 
得 | 
r=0, 7 一 4 十 D cost z=bsint (0<1<27), 
用 公式 (5) 得 
x= (+ecogtjeos0, y= (gt+beost)sind, 
z=—bsint (0<0, tit<2n), 
【 例 7] 设 及 疡 脖 两 条 轻 面 直线 , 求 刀 绕 刀 所 产生 的 
旋转 曲面 . . 
解 ， 取 如 为 2 轴 ，h 号 纪 的 公 垂 线 为 x 轴 ， 再 适当 取 v 
轴 而 建立 坐标 系 ， 设 3 与 4 轴 的 交点 是 (@ 0, 0) (zx#0)， 且 
方向 数 是 0, 1, 5) (5 到 0) 于 是 如 的 参数 方程 是 
WA, Y=t, z=bt (一 co<t< 十 cc)， 
故 得 旋转 曲面 的 参数 方程 是 
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w= VFBocosf, y= tsing, 2=ht 
(cool<+o, 0<0&2n). 


消去 参数 , 得 所 求 的 曲面 方程 是 


02 十 2 3 二 下 
Qi tp “ 


与 ' 写 ”二 次 旋转 曲面 

1. 旋转 娘 贺 面 

(I) 球面 ”由 一 个 贺 以 它 的 直径 为 旋转 轴 旋 转 而 得 .将 
加 用 十 六 = 2 一 0 绕 z 轴 (或 9 轴 ) 旋 转 , 即 得 球 画 

el ed 

(2) a 由 一 椭圆 以 它 的 长 轴 为 旋转 轴 旋 转 面 得 . 
将 椭圆 握 - 二 -各 ;一 1，# 一 0(4>b) 绕 vz 轴 旋 转 即 得 长 球面 (网 
图 6-30) 


访 6_30 图 86-31 
(3) 扁 球 画册 一 椭圆 以 它 的 短 轴 为 旋转 轴 旋 转 而 得 . 
将 峭 加 名 -十 芳 一 1, :一 0(4>> 防 绕 y 轴 旋 转 即 得 遍 球 面 ( 见 
图 6-31) 
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2. 旋转 双 曲 面 

(1) 旋转 单 叶 双 曲面 ”出 一 双 喝 线 以 它 的 虚 轴 为 旋转 二 
旋转 而 得 ， 将 双 曲 线 写 一 和 -1 z=0 绕 y 轴 旋 转 即 得 放 
转 单 时 双 上 曲面 ( 见 图 6-32) 


必 2 十 22 2 
本 好 


2 BY 
隐 6-32 图 6-33 
(2) 旋转 双 叶 双 曲面 ， 由 一 双 曲 线 以 它 的 实 轴 为 施 转 轴 
施 转 而 得 ， 将 双 曲线 -入 一 其-=1，z 一 0 绕 < 轴 旋转 即 得 放 


转 双 叶 双 曲面 ( 见 图 6-33) k 
2 2 十 2 村 
3 ob2 . 


3. 旋转 抛物 画 由 


一 抛物 线 以 它 的 主轴 为 旋 , 
转轴 旋转 而 得 。 将 抛物 线 

y2—2pr, zz—0 要 

绕 z 轴 旋 针尖 得 旋转 抛物 6-_34 


面 ( 砚 区 6-34) 
Vn. 

4， 旋转 图 福 面 ( 直 晤 柱 商 ) 有 两 平行 线 , 以 其 中 一 圳 线 
为 旋转 轴 , 另 一 直线 出 绕 它 旋转 而 得 .直线 xz=a 2=09 线 9 输 
旋转 基 得 旋转 贺 广 面 

二 六 二 

6， 旋转 圆锥 面 ( 直 图 锥 丙 ) ”两 相交 直线 , 以 其 中 一 直线 
为 旋转 轴 ， 另 一 直线 圈 绕 它 旋转 而 得 。 将 直线 yy 一 rz， 2 一 0 
绕 z 轴 旋 转 即 得 旋转 圆锥 面 

十 2 二 x202， 


习 题 6':5S 
i1， 式 以 Zz 轴 或 y 轴 为 旋转 轴 ， 下 列 曲 线 为 母 则 线 所 产生 的 旋转 戎 
应 : 
(1) z—y=0, z=0, (2) y=—e”, 4=0; 


(3) p=— a?toa29, ;==0., 
2. 求 以 y 轴 为 旋转 办, 下列 有 曲线 为 二 曲线 所 产生 的 旋转 曲面 

(1) $=— — zx, z=0, (2) 三 一 一 条 =- z 二 人 0, 
3 有 水 证 妨 十 好 = (az2 二 bz 十 9 表示 旋转 曲面 , 且 求 母 曲线 及 旋转 轴 ， 
4， 求 悬 链 线 9 一 ach 盖 ，z=0 即 g= 生 (o5 十 e 9，s 一 0 以 了 轴 为 旋 

转轴 所 产生 的 旋转 曲面 ( 芸 链 面 )， 且 作 其 图 . 
5、 求 鼻 物 线 

r=0, y=usint, z=a(cost+Intg 专 ) (a>0, 0<t<n) 

Ble 人 
6， 说 月 习 是 人 
7 了。 有 求 以 z 得 为 闪 篷 轩 和 

X=t, 1, J j= (oft<+o0) 


为 母 曲 线 所 产 千 的 省 庄 昌 而， 

“3， 求 证 到 两 重点 页 线 眙 距离 平方 和 是 常数 的 点 的 轨迹 是 一 个 旋转 
视图 耐 . 
[提示 : 以 栈 毒 直下 线 作 zz 轴 及 7 轴 .] 

9。 求证 到 名 {再 线 及 定 自 线 .上 一 定点 的 距离 平方 和 是 常数 的 点 的 轨 
迹 是 一 旋转 帽 圆 面 . 
[提示 ， 以 定点 线 作 工 轴 , 定 点 为 原点 .] 

“10， 求证 到 二季 二 到 一 归 是 旋转 曲面 , 且 求 旋转 轩 。 


| 提示, 两 端 部 如 汪 CF 二), | 


本 章 提 要 


1. 曲面 方程 的 建立 
(I) 直译 几何 条 件 法 ”利用 点 的 轨迹 建立 曲面 方程; 
(2〉 消 套数 法 ” 利 必 曲 线 族 建立 曲面 方程 ， 
2. 三 种 常见 的 二 次 旋转 曲面 
(1》 球 面 ”用 球 心 和 半径 建立 方程 
2 十 2 十 2UT 二 20y 十 23 二 d= 二 0， 人 十 这 十 WwW? 一 Gd>> 和 9 
表示 球面 ; 
(2 直 好 柱 闸 ”用 轴 和 亡 半 径 建 立方 程 
t=02 
表示 直 贺 柱 而 ; 
《3) 直 圆 锥 而 ”用 轴 和 半 顶 角 建 立方 程 
22 二 从 一 22te26 
表示 再 贺 锥 而 . 
8. 一般 的 直 纹 曲面 
《1)》 用 人 性 线 及 准则 线 建 并 方程，(3)》 参数 方程 
和 .简单 的 直 纹 曲面 
(1)》 持 而 用 捍 线 方向 及 准 曲 线 建 立方 程 
好 (an 4) = 二 0 天 示 以 4# 轴 方 向 为 侠 线 方向 的 柱 面 方程 ; HC(B, Eo》 
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二 0 表 孙 以 及 =0, ;一 0 为 母线 方向 的 桂 面 方程 , 其 中 
Bur Dte2td (=1, 2), 

(2) 锥 面 ” 用 顶点 及 准则 线 建 立方 程 

好 人 一 5 yy 一 BB,， 2 一 外) 一 0 我 示 以 la, B8, 往 为 顶点 的 镍 面 方程 ， 其 
中 Hr—ua, 2 一 户 ， 2 是 之 一 &, 2 一 B, 上 一 了 的 并 次 函数 ，; H(Bi1, ba, 
五 ?) = 一 0 表示 以 三 个 相 父 的 于 而 如 ,=-0 的 交点 为 顶点 的 锥 三方 程 ， 其 中 
Hl, bE2, Es) 是 五 1， 万 2， Es 扩 齐 次 函数 , 且 

hortosta (=1, 2, 3), 

(3) 臂 锥 面 ” 用 轴 , 准 平面 及 准 曲 线 建立 方程 

互 (各 ,， 马 )~0 表示 以 吾 = 0 为 准 六 面 、 B10, 一 0 为 轴 的 辟 锥 
面 方程 , 其 中 BB 二 qx -Fy 十 03+4- EB 二 a 二 Oy 二 cst C=1, 2)., 

五 -旋转 曲面 

(1) 用 母 曲 线 及 旋转 轴 建 立方 程 

f(t VBRT 人 V2) 一 0 表示 以 2 轴 为 旋转 轴 的 旋转 曲面 ， 二 曲 线 是 
f(x, 2) =0, y=0 或 f(y, 2) =0, z=0. 

H(tV(r—a) ty 6) (2 —c)?, 2+ ty 2) =0 


表示 以 了 一 了 一 一 了 为 旋转 轴 的 旋转 星 面 . 
(3》 五 疾 二 次 旋转 曲面 . 


复 习题 六 
1. 求证 曲线 X==35nt, 4 一 4sint z 一 5cost (0<ft<2r) 表 示 一 加 ， 
并 求 该 贺 的 中 心 和 半径 以 及 圆 所 在 的 平面 方程 . 
2， 求 球面 中 十 护 填 名 二 ?与 (了 D 柱 面 对 十 只 一 o2 + >>qa; (2) 锥 面 z? 填 
依 二 如 馈 ?9 的 交 线 区 "参数 方程 ,并 说 明 其 形状 , 
. 求 两 柱 面 辜 二 纺 二 0 到 一 杖 一 (4>5>> 从 的 交 线 的 参数 方程 ， 
并 说 明 其 形状 ， 
4 求 曲线 X= y= 六 3 一 让 (一 co < 十 oo) 在 三 个 坐标 晤 工 的 投 
射 柱 面 。 


4 
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0 


LL 


人 一 
[MW 


3. 


16. 


， 证明 曲线 太守 22=43， 2 一 x! 一 2 是 两 个 桶 隔 ， 并 作 落 在 第 一 圭 限 


内 的 图 形 ， 


， 讨 论 下列 参 数 方程 表示 什么 曲面 ? 


他 ) z= y=, s=MV1—u— (zz2- 上 2 二 ); 
(2) 一口 0SMU，1 一 SinUW 5 一 【0 和 <2m， 一 ce < 二 十 oo) 


- 束 证 球面 上 两 点 处 二 面 的 交 线 必 与 这 两 点 联 线 垂 直 . 


， 过 定点 的 动 平 画 与 坐标 负 交 于 三 点 。 过 此 三 点 及 原点 作 球 面 , 求 
证 球 心 轨迹 是 一 个 三 次 曲面. 
过 定 由 线 的 动 平 丙 与 坐标 轴 交 于 三 点 . 过 此 三 点 及 原点 作 球面 ， 


求证 环 心 轨迹 是 空间 三 次 曲线 . 
求证 过 一 定点 , 而 球 心 在 定 直线 上 的 诸 球面 必 过 三 定点 . 

[经 示 : 以 定 直 线 为 2 轴 , 定 点 为 (a, b, co),] 

西 个 喜 立 锥 面 的 顶点 分 别 十 (0, 0, 中 和 (0, 0, oY), 且 它 们 的 轴 交 
于 (6, 0, 0)， 又 这 两 锥 面 都 过 4 轴 , 则 它们 的 交 线 是 一 平面 曲线 ， 
旦 在 平面 2ec'z 二 hte 二 6'}w 于， 


. 求证 从 原 成 到 球面 (% 一 0) ?十 (y 一 ?十 (2 一 7? 二 ?2 作 切 线 必 产生 


直 网 锥 面 . 
求 过 三 坐标 畏 的 站 赔 狂 面 的 方程 

[提示 : 过 (L 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 4); (一 1, 0, 0), (0, 1, 0), 
(0, 人 Ds <2; 0;0), 0 = 0 0, 0 1ys Cl, 0, 0800, 10), 
《0 0, 一 了 分 别 作 贺 共有 四 个 直 铝 锥 曾 .] 


.求证 过 三 条 不 共 面 但 共 点 的 直线 可 作 一 个 二 加 锥 而 . 


[提示 : 存在 一 直线 与 这 三 条 直线 成 等 角 ,] 


求证 球面 2 十 扩 十 s3 一 0? 与 污 面 300 十 旭 十 鸭 一 对 的 交 线 是 四 


个 图 . 

[提示 :用 公式 吵 十 从 十 中 一 25233 一 22202 一 27202 一 一 《区 十 由 十 2 
《一 2 十 9 十 5) CT 一 9 二 2(Z 十 8 一 5).] 

在 一 个 球 内 有 一 定点 PP, 球面 上 有 三 个 动 点 4, B, 0, 自作 BPO = 
0PA= 人 人 APB=90°, 以 P4, PB, PO 为 楼 作 一 平行 六 面体 ， 
点 日 是 六 面体 上 与 呈 斜 对 的 一 个 顶点 ， 当 4, B, 0 在 球面 上 移 
动 时 , 有 求 点 名 的 轨迹 。 


-一 E54 一 


a] 
QV. 


， 汤 4 一 (2 十 仿 ? 家 示 什 么 昌 面 ? 并 求 它 的 参数 方程 

,A 证 Ar by + bs toy -20rr + 20my + 2d7--2dy-- 2d Te=0 
流 示 一 柱 面 , 它 的 母线 方向 十 十 2 一 0 2 二 0 的 方向 . 

， 芭 六 2 轴 为 四 ,5 而 为 准 平 辣 ， 纺 二 Cz, 5 二 y 六 准 曲 线 的 辟 锥 面 . 

， 豆 证 人 J 一 和 cx (3) gaz? 部 是 壕 谁 面 ,并 指出 它 们 的 形状 . 

下 与 gs 及 咏 = z 二 0 部 相交 , 且 与 平邮 #0 平行 的 


百 线 所 产生 的 曲面。 


2、 求 与 三 直线 %g 一 包 2 一 一 6; z=， zx 一 一 的 工 一 0 y= 一 b 都 相 交 的 


下 线 所 产生 的 曲 而 . 
求 以 了 轴 或 ! 轴 为 旋转 轴 , %e= az2, z=0 为 母 则 线 所 产生 的 旋转 
收 面 . 


Ly 一 0 二 0 为 母 昌 线 , 以 它 的 渐 近 线 为 旋转 轴 所 产生 的 旋 


## 则 1 梧 . 


5 或 以 z 刘 为 旋转 缉 , 2% 一 了 (#), y 一 9(3) 为 母 曲线 所 产生 的 旋 装 曲 


而 . 


已 知 旋转 捐 物 商 x? 十 仇 =2pz, 求 (4) 经线; (2) 纬 线 ;《3) 它 和 平 闸 


5 一 az+ 友 + 的 交 线 在 双 面 上 的 投射 柱 而 . 
求证 平面 bp 一 10g 一 7s 一 0 和 级 面 103x* 一 20y? 一 7s* 一 0 相交 ， 且 
求 两 条 交 线 的 交角 ， 


: ety 4 十 Dy 路 08 一 0 与 锥 面 y 二 22 十 2 二 0 相交 时 ， 两 上 茶 交 


线 互 相生 直 的 充 要 条 性 是 he 二 cx 十 ab=U， 
[提示 利用 二 效 方程 根 与 系数 的 关系 .] 


0 与 两 个 狂 面 ys 二 92 TAX 一 0D，C224D83 
区 J YS Y= vy Ee 


二 cs?=0 的 交 线 重合 的 充 要 条 件 . 
说 明 下 列 方程 所 天 示 的 曲 证 形状 ; 
CD Fe WD =0; C) z=f Cy an); 


C3) 2=f VPT); (a) z=f(Z); 
8) 2 如 (0) pris, 一 


(7) 0 所 -区 ) 0 (8) toe) = ey. 


四 
人 客 


思考 题 六 


分别 醋 究 点 、 舱 线 、. 平 梢 和 六 圆 柱 面 、 直 圆锥 面 的 想 关 芝 置 . 
求证 za 十 议 十 如 一 32 一 志 是 旋转 曲 菠 , 并 求 旋转 轴 和 母 曲线 ， 
， 求 以 P= Po+ 雹 为 诈 转 轴 , P= 二 PO (1 半 tt 半 W) 为 母 曲 线 所 产生 


的 证 转 则 面 . 


-一 曲线 沿 另 一 曲线 平移 而 得 的 曲 商 叫 半 和 攀 曲 面试 建立 它 的 方程 。 


一 号 5 上 瑟 


第 七 间 一 
二 次 曲面 


本 章 首 先 介绍 五 种 二 次 曲面 的 标准 方程 ， 它 们 都 是 由 二 
次 曲线 按 不 同 的 运动 规律 所 产生 的 然后 根据 方程 研究 它们 
的 形状 及 一 些 性 质 ， 最 后 就 二 次 茧 西 的 标准 方程 作 一 小 结 ， 


第 一 节 有心 二 次 山 面 
1:1 椭 置 面 
我 们 已 经 知道 , 以 z 轴 为 旋转 轴 , 旋转 zz 面 上 的 椭 加 
-条 十 瑟 一 忆 y=0 (a&a, c>0) 


所 得 到 的 旋转 椭圆 面 的 方程 是 
5 十 互 = 了 
0 
此 则 面 如 以 平行 于 sy 面 的 平面 z=h (一 ce<h<e) 来 截 ， 所 得 
到 的 平 截 线 是 圆 , 它 的 方程 是 


2 .十 112 Ah2 

Te. 2 一 态 。 (A) 
且 其 半径 等 于 cj/1- 各， 故 当 记 由 ~o 变 至 +c 时 ， 圆 族 
po 


现 以 平行 于 zy 面 的 平 而 2=h( 一 ce<<0) 上 的 椭圆 
3 人 2 
+1 -所 » Zz 一族 (g, 6, c>0) (B) . 


一 357C— 


。 下 i 
玉 代 加 国人 人 了 困 和 移 枚 委 别 为 ER 


is 
它 的 方程 可 


--- ee a 各 上 :1 C6 6, C > 0). 地) 


党 真 司 一 6 从 0 0 


方程 ?了 证 寄 示 区 次 时 莉 称 为 权 国 号 ;  ) 惠 做 入 图 曾 的 标 
法力 尝 ， 珊 下 说 论 基 广 硕 如 下 ， 
对 各 生肖 而 二 关于 三 僵 标 醒 、 三 航 标 儿 和 原点 都 
对 称 ; 注 各 钰 而 下 散人 二 的 主 平 古 , 三 坐标 办 则 租 主 四 ,原点 叫 
试 半 性 
2.， 被 王 在 (办 中 , 令 
上 的 状 中 汶 CA 二 @,， 04'= 一 好 
= 0， 淹 入 y 济 土 的 截 距 为 0OB 一 已 08'= 一 5; 
一 0， 图 42 轴 上 的 截 距 为 00 一 6,，00'= 一 0. 
(Le, 0, 07, 3, 土 b, 0), (0, 0, 三 别人 瑞 总 瑞 衣 二 3 和 
一 20,， 人 一 26 叫 做 主 纺 的 长 ， 


| 
b 
a 


2 ~2 
2 一 0， 岂 过 史话 二 提 帘 部 为 戎 辆 -十 于 一 二 2 
2 9 


~0, 则 号 知 证 上 的 藏 祁 为 条 国务- 二 21 y= 


一 0， 风 得 xy 加 工交 其 逆 为 航 流 


4. 轮 吴 线 ”在 公 = 包 eb 线 总 


ta 


2 
A 
全 
PE 
| 


是 无 数 个 连续 变化 的 相似 椭圆 时 ,w= 土 @ 时 , 平 截 线 是 两 个 
点 ; >& 或 二 一 & 时 , 平 截 线 是 虚 轨 迹 ， 因 此 曲面 不 能 伸 到 
无 穷 远 . 同 理 , 在 Yy 一 % 
上 和 在 := 外 上 的 轮 
廓 线 分 别 是 无 数 个 连 
续 变 化 的 相似 李 贺 
上 月 -5b<o<b -6< 
和 5， 故 已 知 曲 面 位 


于 六 个 平面 
c= 十 6, 8 一 土 久 
2 一 十 7=1 


所 围 的 长 方 体内 。 这 个 有 界 性 质 也 可 以 从 方程 (了 得 出 ， 从 
CD 有 不 等 式 


.9 oj2 
<1, -<1, <1 


因此 , 已 知 曲 面 位 于 上 述 长 方 体内 为 有 界 划 面 , 它 的 形状 见 图 
二 

椭圆 面 有 : 几 种 特殊 情况 : 

1. 当 &>5=0 时 , (了 D 式 化 为 


人 -入 
rr 


这 是 长 球面 . 
2. 当 c=0>e 时 ， (DD 式 化 为 
ch 二 
[和 


[ 注 ] 著 两 个 棋 图 的 长 . 短 邢 成 比例 , 出 称 为 相 伺 梢 图. 例如 


- 儿 
+ 和 + 


容 鱼 - 怠 i 时 , 就 是 相似 椭 加 。 


SB 一 


3， 当 &= b=¢ 时, 《1) 式 化 为 
02 十 %2 十 六 = 02, 


这 是 球面 . 
另外 , 由 方程 
| (2) 
a bb c 


所 确定 的 曲面 叫 虚 杭 圆 面 、 因 为 三 个 实数 的 平方 和 不 可 能 是 
负数 , 所 以 此 曲面 上 没有 实 点 . 

【 例 1 求证 两 个 椭 贺 面 

和 
的 交 线 是 两 个 椭圆 , 并 求 它们 的 参数 方程 . 

【证 及 解 】 将 廿 个 方程 相 减 得 


(0 


即 得 z 士 y=0， 志 即 交 线 所 在 平面 的 方程 ， 为 了 求 出 浆 线 级 
标准 方程 , 本 在 zy 面 内 将 坐标 轴 旋 转 和合 "， 风 有 


站 + 上 
二 
A 2 V2? 1 


于是 -y=0 化 成 y 一 0， 瑟 系 - 宙 ~ 化成 


ET /NE 2 
ee 


在 此 大 椒 中 今 了 -0. 得 


故 交 线 在 新 系 下 的 方程 是 


-— 430 


Wi 
De ph: 和 人 1, y=0,. 
ob 
这 有 是 一 顶 圆 , 它 的 伟 数 方程 是 
i cosp, soc0st, y=0 (OQ). 
AL ceb} 
在 旧 系 十 的 参数 方程 龙 
ud ap 
—— C08, Y= 一 一 一 一 一 9m0 2=cging 
2 A ea- b> - 7 a C2 一 p> 


(OH). 
关于 x+y=0 的 情况 可 作 类 似 计 论 ， 读 者 试 自行 考虑 并 
补 上 . 


1: 安 。 单 叶 双 曲面 
我 们 已 经 知道 以 3 轴 为 诈 转 乡 , 碎 转 好 画 上 的 双 曲 线 
人 2 ee i 
和 y=0 {gw, 62>U) 
所 得 到 的 旋转 单 时 以 曲 面 的 方程 花 
和 
0 0 


此 曲面 如 以 平行 于 zy 而 的 乎 而 >-=X《- co <h<eo) 来 截 , 则 
所 得 到 的 平 截 线 是 圆 , 它 的 方程 是 
23 1 52 7 . 
1 CA) 
其 半径 等 于 4/1 各， 故 当 记 由 -oo 变 至 十 品 时， 回族 
(A) 即 作出 这 个 旋转 单 时 变频 加 . 
现 以 与 zy 匣 平 行 的 平面 z=h( 一 oo<h< 呈 0) 七 的 杭 


一 何在 一 


] 了 RB? . a 
2 一 工 十 yr z=h (wg, b, ¢>0) ee 
瑟 代 字 本 站 iA), | 河 衣 可 个 半 耕 去 这 是 RS LA 


当 A 避 一 so 变革 上 co 订 , 此 本 同族 即 作出 一 砷 面 它 的 方程 
可 由 (B) 消 去 而 得 到 .消去 后 .得 
和 + 新 - 定 =1 (a: 5,0>0). (8) 
产 和 人 8) 这 吉 也 闻 二 次 熙 面 称 为 单 叶 双 曲 面 ， 而 且 将 (3) 电 做 
它 欧 术 这 方 吉 下 面 讨 论 其 性 质 : 
“条 床 性 掀 面 (3) 关 于 三 个 坐标 画 。 三 个 欢 标 轴 和 原 
Bi , 章 卫 分别 罚 做 它 的 主 平 西 .主轴 和 中 心 ， 

. 载 距 在 4 币 上 有 截 距 044, 04 = 一 ;和 信 Y 加 上 
oi 0B=5、0B'= 一 b; 在 轴 上 则 没有 钛 距 、《 土 4; 0， 
0)，(0, 士 5, 0) 册 做 疝 点 或 顶点 。 4 4=24、 B'B 一 260, 叫做 

轴 之 长 . 
3， 截 部 在 多 和 面 、a 面 上 的 截 部 分 别 为 双 归 线 


59 民 ww 
人 衰 一 二 全 到 i i 人 9 


让 3 省 评委 总 过 克 生机 略 
全 4 二 ~ 
一 -一 v, 
on | h 
4， 谣 启 色 ”在 + 一 ww 上 侈 纶 遍 线 研 
| 2 | 
化 Eh 
-i 污 一 二 二 十 之 一 人 
人 六 02 


当 -<u<co 时 ， 洋 截 线 是 实 档 因 ， 且 类 无 数 个 连续 变化 
己 且 似 车 回 ， 故 曲面 在 wy 天 的 上 、 下 举 室 间 内 痢 伸 延 到 无 穷 
远 ,只 证 gs 一 0 上 所 得 到 的 椭圆 最 小 , 叫 咕 哈 彬 加 ， 在 2 一 %w 上 
的 轮 哪 线 塘 


-=— 362 一 


2 3 
1/ -有 
一 一 一 一 一 一 一 一 一 旋 二 ww 
ve a 


当 一 oo<u 过 oc 时 , 平 截 线 是 双 曲 线 。 同 理 ， 在 9=, 上 的 轮 
廓 线 也 是 双 曲 线 


(一 吧 一 0 才 十 co)。 
湖面 的 形状 见 图 一 2. 
同 理 可 以 建立 其 它 两 个 单 叶 双 曲 


而 的 标准 方程 
和 
本 -条 Pi (5) 


7-2 


【 例 2】 单 叶 双 上 曲面 把 空间 分 成 
两 个 区 域 ， 车 已 知 (38) 及 一 定点 Po(zo， Wo，*0), 求 Po 和 曲面 
(3) 的 中 心 位 于 同一 区 域 的 充 要 条 件 . 

解 ， 以 中 心 为 始点 ， 过 Po 作 半 线 ， 交 单 叶 双 曲 面 43) 于 
Q(é, mn,《)， 设 |0Po| = 108|= 又 0Bo 的 方向 余弦 是 


一 -9 名 故 有 二 1 _ peo 
2 和 1 2 则 入 机 六 故 有 呈 一 , 同 理 二 1 
但 @ 在 (3) 上 , 故 有 


得 到 
人 


现在 来 看 中 心 所 在 的 区 域 ， 当 Po 与 0 在 园 一 区 域内 ， 则 
万 < 二 即 得 廊 求 的 充 要 条 件 是 


一 一 一 所 


中 心 所 在 的 区 域 和 通常 叫 内 部 ， 另 一 区 域 则 遇 处 部， 因此 
Dobro 3 Yo， ee 


Ls 
各 0 
记 理 可 求 Po 和 仙人 
醒 >] 
黎 - 0 


二 所 二 而 拓 守 丰 辣 有 集合 的 形式 表示 (参看 复习 题 一 第 9 
题 )， 内 部 为 


{P bo, & © 所 + 入- 与 -1<0| 
和 Ir (w, y, 2) | 乌 + 入 -每 1>0| 


1 人 双 叶 双 曲 面 
我 们 已 经 知道 , 以 : 轴 为 旋转 轴 , 旋转 zz 现 上 的 双 曲 线 


ee y= (a, 6¢>0) 
所 得 到 的 旋转 双 叶 双 曲 面 的 方程 是 

Ca nt 

四 a 
此 曲面 如 以 平行 于 xy 画 的 平面 z= (hh 必 一 0 或 > 二 0) 来 
截 , 则 所 得 平 截 线 是 贺 , 它 的 方程 是 

1 (A) 
一 S64 


3 故 当 丈 外 一 ce 增 到 一 ce, 再 从 十 6 
增 到 十 oo 时 ， 加 族 (A) 即 作 出 这 个 旋转 双 叶 双 曲 面 . 

今 以 wy 面 平行 的 平面 %=h < 一 6 或 Ah 十 c) 上 的 
椭 回 


1 sh (@, b, e>0) (B) 

来 代 夫 圆 (A)。 它 的 两 个 半 轴 长 是 a\/ 厂 

当下 由 一 se 增 到 一 6, 再 从 二 6 增 到 十 ce 时, 此 椭 贺 族 即 作 

出 一 个 曲面 ， 它 的 方程 可 由 (〈B) 消 去 疡 而 得 到 .消去 六 后 , 得 
二 (6) 


方程 (6) 所 表示 的 二 次 曲 而 称 为 双 叶 双 曲 面 ; (8) 就 叫做 它 的 
标准 方程 下 面 讨论 其 人 性质， 

芋 -对 称 和 性 ”曲面 (6) 关 于 三 个 坐标 面 、 三 个 坐标 轴 和 麻 
点 都 对 称 , 并 且 分 别 叫做 它 的 主 平面 .主轴 和 中 心 ， 

2. 截 钼 在 > 轴 和 8Y 轴 上 没有 截 距 ， 在 * 轴 上 用 截 距 
0C=6 和 00C'-= 一 60。 40, 0, 土 o) 叫 敌 冯 点 或 项 点 ，CIC = 2c 
叫做 主轴 的 长 . 

3. 0 此 曲面 在 曾 、zz 面 上 的 规 部 分 别 是 双 曲 线 


v2 2 2 
0 和 一 -了 y=0. 
在 zy 而 上 则 没有 截 部 . 
4. 轮 廊 线 在 * eh 
2 


J 和 
7 十- 0 1,， 2= ww, 


当 ne 平 被 线 是 实 椭圆 ， 且 是 无 数 个 在 zy 面 
土方 连续 变 大 的 实 椭 贺 ， 当 一 cc<%<< 一 时， 平 截 线 是 在 


一 365 一 


wy 面 下 方 连续 变 大 的 椭圆, 故 曲 面 在 wy 面 上 、 下 半空 间 都 伸 


延 到 无 穷 远 ， 又 xc= 双 上 的 轮廓 线 是 
4 [7 各 
i 记 en， 蕊 时 、， 
b* Te 下 全 


当 -cow 过 十 co 时 ， 平 截 线 是 双 曲 
线 ， 同 理 , y=v 上 的 轮 廊 线 也 是 双 曲 
线 


2 9 
VD 名 和 
i 一 十 i | 十 一 -一 ， 2 一 0。 
[4 0” 


p” 
曲面 的 形状 见 图 7-3. 
同 理 可 以 建立 其 它 两 个 双 叶 双 曲 
面 的 标准 方程 


a 
和 ee oy? 22 
一 二 一 二 二 一 二 一 二 (8) 


人 
上 面 三 种 二 次 曲面 都 有 唯一 确定 Sr 
的 对 称 中 心 , 我 们 将 它们 以 及 虚 椭 圆 面 (2) 都 叫做 有 心 二 次 弗 
面 , (1) ~ (8) 分 别 是 它们 的 标准 方程 . 
【 例 3 引 求证 方程 
CC 到 十 pp 十 623 十 220 十 200 十 220g 十 C 一 -20c 头 0 
表示 有 心 二 次 上 曲面, 且 求 中 心 坐标 和 主轴 方程 
【证 及 解 】 将 已 知 方程 配方 ,得 


eS 
& 0 C 
a 号 
6 多 Uw : DD 
EE 


二 说 天 = 和 或 有 已 


A 数 竹 


双 色 路面 . 
《4 
双向 面 、 


在 由、 人 2 (3) 三 种 情况 下 、 下 人心 标 是 ( 
主轴 用 新 ， 儿 - 久 埋 > 


_ ~) 
人 六 


cm Dy -0k 


(一世 ， 二 一 车 ) 为 顶点 隐 


下 的 
了 
-< 二 -0 
Ek ”Ek 9 
« ob 人 


过 0， 轩 《入 ) 表 示 虞 榜 带 面 . 


yA 全 


9， 则 (7 者 示 本 同和 这 


家 


(A) 


至、 五 、 亡 中 两 个 是 下 ,一 个 是 负 ， 则 (全 ) 尖 示 单 叶 


和 
在 旧 系 下 , 邮 
六 


A 


Gy 


Sv 


28: 


oD: 


- > 必 ! 一 2 一 全 


包 好 
一 一 -一 : 镍 天 一 ~ 一 .多 一 -- 
作 化 


(2) 4 一 8 一 46 一 25: 
《4) Ax + 02 一 16s2= 35; 
(C6) 双 士 42 二 52 十 工 一 中 


pried 
— mt 


CD Ge ， 
下 再、 让 中 酚 个 是 负 ， 一 个 爆 正 , 则 (全) 表示 双 叶 


2， 术 述 贺 面 的 标准 方程 , 使 在 第 一 加 和 第 二 面 的 截 部 分 别 是 


0 2 0. 
gy +16 和 25 1 16 和 


3. 已 知 有 心 二 次 曲面 Pe?+@Y?+Ra? 一 1, 试 定 这 个 曲面 ,使 守 ， 《和 过 
(2, 一 I, 1),， (一 3, 0, 从 和 以 ， 一 1， 一 2); (过 (2, 1, 3) 和 曲线 
37? + 一 9—0,2=:44. 

2 


212 


4. 求证 单 叶 双 晶 面 二 人 1 和 双 叶 双 曲 面 “7 
一 ~- 工 征 纺 面 及 级 i 部 是 此 转 双 目 线 . 
5. 证 明 222 填 3 十 422 一 47 一 6y 十 16z 二 16 二 0 表示 椭圆 面 , 是 求 其 中 
心 和 三 个 半 轴 长 . 
6， 准 方程 (1)、《3) 和 (的 参数 方 涅 , 
7. 搞 两 而 分 空间 成 两 个 区 域 .已 算 椭 轩 面 25 拍 + 生 =1 及 一 定 
点 如 (zo, 3 加， 5)， 求 一 及 中 心 位 于 同一 a 
38. 已 知 一 个 双 曲 线 每- 每 =1， y=0, 又 知 一 个 箭 贺 的 中 心 在 z 思 
.上 ,其 主办 分 家 与 & 误 及 乡下 平 行 ,并 与 双 节 线 当 交 ， 当 箭 圆 恋 动 
时 ,求证 所 产 竺 的 曲面 是 单 叶 双 晤 区. 
9 准 业 国画 族 
| 
条 次 了 与- 和 (ZE my ths ~)—=0 和 
的 中 心 轨迹 ， 其 中 和 避 
*10， 一 条 动 和 直线 移动 时 ， 使 它 上 面 的 三 个 定点 分 别 在 三 个 两 两 重 喜 的 
平面 上 ， 试 推 求 此 直线 上 另 -- 证 点 的 轨迹 
[提示 :， 点 三 个 定 平 面 为 堂 标 画 , 第 四 个 定点 与 三 个 定点 的 距离 
分 型 是 4、D、c，] 


人 第 二 节 无心 二 次 哩 面 


之 "1 权 圆 抽 物 面 
设 有 抛物 线 只 = 2zz =0, 0>0、 以 > 轴 为 旋转 铀 ,所 


一 <6B 一 


得 诈 转 抛物 西 的 方程 是 

2 = 2pe, 
此 曲面 如 以 平行 于 wy 面 的 平面 2 一 >>0 来 截 ， 所 得 的 平 
截 线 巧 圆 , 它 的 方程 是 


V2ph， :hh, . (4) 
且 其 半径 等 于 M 2ph， 当 及 由 0 变 到 十 co 时 , 圆 族 (A) 即 作 
六 这 个 旋转 抛物 面 ， 
车 以 与 wy 而 平行 的 平面 5 天 上 的 精 回 
2 | 4 
二 呈 一 全 2=h, gb>0, 07 全 了 <B) 


来 代替 同 (A), 它 的 两 个 半 畏 长 是 4 Re 及 BA/ 路 . 当 o>0 
时 : 关 由 0 蛮 至 +cei 当 6<0 时 ,出 一 oo 变 至 0 此 椭圆 
族 好 作出 一 曲面 ， 它 揭 方 程 可 弛 (Bb) 浓 去 产 而 得 到 。 消去 及 

a NE (9) 


方程 (9) 所 表示 的 二 次 曲面 称 为 炳 加 殷 物 面 ，(9) 叫 做 它 的 标 
准 方程 . 下面 讨 论 其 性 质 ， 

工 ， 对 称 性 ”关于 yz 面 、zz 面 都 对 称 ， 这 两 个 平面 称 为 
主 平 面 ; 关于 > 轴 对 称 , 2 轴 称 为 主轴 ; 关于 原点 则 不 对 称 . 

2. 截 旧 ”在 坐标 轴 上 的 截 距 剖 是 零 ， 因 此 曲面 过 原点 ， 
并 将 原点 叫做 端点 或 项 点 . 

3. 截 部 在 妈 面 .zz 而 上 的 蕉 部 分 别 是 抛物 线 

> yy 

ge 

4. 轮廓 线 z=w 上 的 轮廓 线 是 


9 263 


2， m=0 和 pt y=0, 


一 363 一 


tn eben ened nan- pa 


a 


1 


本 + 条 = 这 5 


当 o>0 时 , w 由 0 变 至 十 oo; 当 o<0 时 , 妈 册 一 so 变 至 0， 
所 得 平 截 线 都 是 中 心 在 (0, 0, 2。 
的 相似 实 和 椭圆 , 且 分 别 在 wy 面 的 上 
方 或 下 方 连续 变 大 , 放胆 面 在 wy 面 
的 上 半空 间或 下 兴 空 间 伸 至 无 穷 
远 . %=% 上 的 轮廓 线 是 


0 
当 v 变化 时 ， 表 示 顶 点 在 (%0， 攻守 2 
95 )， 焦 参数 [HI-- 汪 -的 全 等 揣 移 图 94 
线 ， 同 理 y=o 的 轮廓 线 也 是 全 等 拢 针线 ， 曲面 的 形状 见 图 


7 4. 
同 理 可 以 建立 其 它 两 个 梢 圆 抛物 面 的 方程 


3 3 2 
0 (10) 
| 8 
2 02 2g 
页 人 人 人 


[ 例 急 已 知 两 个 抛物 线 ， 它 们 有 公 顶 点 和 公 轴 ( 同 向 ) 
但 参数 不 同 , 县 所 在 平面 互相 牌 直 ， 当 一 个 抛物 线 平 行 移动 
朋 顶 点 在 另 一 个 抛物 线 上 时 , 求 动 扎 物 线 所 产生 的 曲面 . 

解 ， 以 公 顶 为 原点 , 公 轴 的 方向 为 % 轴 的 正 阿 , 所 在 的 两 

个 垂直 平面 为 zy 面 和 2 面 。， 于 是 两 抛物 线 的 方程 可 以 写成 

[ 注 ] 抛物 线 纺 一 2+z 中 的 罗 表 示 从 焦点 到 准 线 的 距离 ， 岂 做 批 驳 线 的 焦 参 
数 ， 


一 876 一 


EE 


2 
利 2 64 9 一 0，9>0， 县 2 去 9， 
证 第 一 个 抛物 线 焉 移 广 x=e, 县 硕 点 是 (4,，8, 0), 则 平移 后 的 
方程 起 
(8) 2p a), m0. 


又 顶点 (c,， 六 加 在 第 二 个 抛物 线 上 , 则 有 
0 =2g98%, b=0., 
由 这 四 个 方程 消去 4、 6、e, 得 
2 一 23， 
2 2 
此 宕 示 以 2 轴 为 主轴 的 椭圆 抛物 而 . 


室 ' 安 。” 双 曲 抛物 
设 右 双 曲 线 


2 2 , ~ A 
a DY 加 hh 《z，D>0)， (A) 


当 丸 由 一 ee 变革 十 co 时 , 这 双 曲 线 族 即 产生 一 个 曲面 , 它 的 
方程 可 内 (A) 消去 及 而 得 到 消去 及 后 ,得 


虹 2 my 
Ra =- 径 (a, 8>0). (1 


方程 12) 所 内 示 的 二 次 曲 曾 称 为 双 曲 抛物 面 ， 且 为 该 曲面 的 
标准 方 称 . 下 面 讨论 其 性 质 ; 

工 ， 对称 性 ”关于 人 已 面 .sz 面 都 对 称 , 这 两 个 平 十 称 为 主 
平面 ,关于 2 轴 对 称 ,% 轴 称 为 主轴 ; 关于 原点 则 不 对 称 . 

2， 鹤 中 ”在 举 水 锅 上 的 截 蝶 都 是 零 ， 因 此 山 面 通过 原 
点; 并 将 所 点 电 做 端点 或 顶点 . 

3. 截 部 在 瑟 面 、xz 面 上 的 堆 部 分 别 是 抛物 线 


一 371-- 


9b2% Dy 


= 一 一 一 ，w 二 0 和 w= ;Y=0. 
C C 
在 wy 面 上 则 是 一 对 直线 

站 z=0. 
人 p 

4. 轮廓 线 在 z=w 上 的 轮廓 线 是 双 曲 线 

wv 

@” p* GG 


2 一 OO 
(一 ce 一 2 一 十 ce) . 
当 c.w%>0 时 , z 轴 的 方向 
为 实 轴 方向 ; co 一 0 时 ， 
4 轴 方 向 为 实 轴 方向 ， 故 
曲面 在 wy 面 的 上 、 下 半空 
间 都 伸 到 无 穷 远 . 在 Y=» 上 的 轮廓 线 是 


sb Co2 
他 = 二 (+ 3) y= (一 ce 一 4 一 十 ce)， 


C 


此 表示 顶点 在 (0, 2， 一 -4%5-)， 焦 参数 是 -2 的 全 等 殷 物 线 . 


同 理 z=w 上 的 轮廓 线 是 全 等 抛物 线 
223 (2— Cu 


2 = oo 一 -一 -一 一 -一 
y C Da 


曲面 的 形状 在 6c 过 0 时 , 见 图 7-5。 由 于 形 如 马鞍 ， 故 也 叫做 
马鞍 形 曲面 . 
同 理 可 以 建立 其 它 两 个 双 曲 抛物 面 的 标准 方程 


)， 2 一 (一 co 一 vv 一 十 ce)， 


2 2 22 Sy 

A 1 

b” 0 至 CB) 
和 a 2 9 

wy \ 

6G* o> 0 - (14) 


一 372 一 


上 面 这 两 种 二 次 曲面 都 没有 对 称 中 心 ， 故 它们 叫做 无 心 
二 次 曲面 , (9) ~ (14) 分 别 是 它们 的 标准 方程 . 

【人 馆 5] 求证 方程 

C02 十 可 02 二 22 202 二 22 十 人 一 0 (a6#0, w#0) 
表示 无 心 二 次 曲面 , 且 求 其 顶点 坐标 和 主轴 方程 . 

【证 及 解 】 将 已 知 方程 配方 , 得 


Wa 人 


of 二 艺 ) (2 二 了 = 一 2 (2— 5 一 一 


当 “2>0 时 , 表示 椭圆 抛物 面 ; a3 <0 时 , 表示 双 曲 抛物 面 , 且 


WM 2 


ps i 
顶点 坐标 是 ( 一世, 一 也 ,2 一 一 ), 主轴 方程 是 


1， 说 明 下 列 曲 而 的 形状 
(1) 72 一 9 一 22; 《3) 后 十 妇 一 27; C3) 22— 1y?= — 2y. 
2， 求 下 列 抛 物 面 与 直线 的 交点 
-2 2 ee 1 
eb 对 -1 全 2 与 2 2 __ 2+3, 


2 —1] —27. 


3. 已 知 无 心 二 次 曲面 Pz?14-84? 二 2z， 试 定 这 个 曲面 ， 使 (D 过 (1, 0， 
了 和 (0 2， 一 了 D; 《2 过 曲线 322 亲近 一 二 5 二 2 
4. 求 (外 和 (12) 的 参数 方程 . 
5. 出 用 绕 9 轴 的 旋转 ， 化 简 9x2? 一 25g? 十 16z? 一 242z 十 80r 一 60z=-0， 
并 说 明 它 的 形状 ， 
一 373 一 


6. 求证 z 一 zy 是 双 曲 抛物 面 . 
[提示 六 ww 面 上 作 洲 转 .] 
*7， 讨论 二 次 曲面 az2 二 2Pzy 十 Di 一 2z 的 形状 、 
第 三 节 ， 吉 纹 二 次 曲面 
写 '1 单 叶 双 红 政 的 直 纹 性 
我 们 已 经 知道 二 次 柱 画 和 二 次 代数 锥 面 都 是 直 纹 曲面 . 
现在 证 明 单 叶 双 则 而 | 


Dp 2 ~ 
tl (a, 8, 6>0) (DD 


也 蚌 直 纹 曲 天 ， 将 方程 (写成 


(E74 人 


于 是 由 第 六 章 第 三 节 得 知 单 叶 双 曲面 (1D) 可 以 由 直线 族 


王 汪 全 一 人 1 多 ) 于 -人 -元 (全 人 


和 的 和 区 


来 产生 ， 这 里 ,是 参数 ， 我 们 将 直线 族 (2) 和 (3) 分 别 叫 做 
单 叶 双 间 面 (1) 的 入 族 是 线 和 以 族 苹 线 在 方程 (2) 吊 令 入 的 
什 痢 闫 牛 趋 于 零 或 渐 增 而 趋 于 无 穷 , 则 分 别 得 


多 名 -0 4 

go ES b | . 
宰 

和 y 4 二 化 一 

w 6 . D . 洲 


这 两 条 直线 仍 在 曲面 (也 上 , 故 也 应 看 作 是 和 族 母 线 ， 局 理 可 
知 两 条 直线 


.一 874 一 . 


es (6) 


和 二 和 090， 和 一 0 《7) 
也是 双 族 母线 ， 族 有 
定理 总 时 大 是 证 (从 可 由 入 族 线 人 、( 四 和 (5) 或 
几 族 峡 线 (3 .06 二 (但 洪 产 生 , 其中 一 下 A 有 全 二 52. 
下 而 研究 改线 证 一 些 仿 左 ; 
”定理 8 过 音 呈 双 蓝 机 上 的 任 一 点 ， 可 得 每 族 中 的 一 条 
母线 . 
[证 】 今 位 就 入 族 岂 线 的 悄 闻 加 以 证 大 设 Po 《xo,， vo， 
so 是 章 时 双 也 画 ( 站 上 萝 任 意 一 点 ,， 则 耕 


1) 设 外 十 加 -0 1- 如 -0, 于 是 过 Po 得 母 级 全， 
”人 0° pb 


1 
Le 
a 2 
0 十 26 -- 一 一 0， 
化。 
地 


于 是 化 为 上 面 的 情况 . 
0 Yo NA 
8) 设 姻 + 备 -0 1+- 锅 六 0, 由 (得 


1 0, 


一 75 一 


于 是 化 为 a 1) Wd 
4) 设 了 名 和 = =0, 于 是 过 Po 得 母线 ( 术 ). 


5) ed a 
沉 . 

6) 设 妇 一 外 =0 1 一 加-*0, 此 可 以 化 为 上 面 (多 的 情 
训 . : 

7)》 设 一 一 下 一 0(zox0 wo#0), 1 一 -人 -0. 信子 一 
名 (0), 取 入 及 于 是 得 过 P 的 母线 2). 

8) 设 名 二 加 一 0 (zo 交 0, oz)，1 十 亡 一 0. 令 
二 各 一 ( 关 0), 取 入 一 十 ,于是 得 过 Po 的 母线 (2)、 


9) 设 vo, yo, zo 不 具备 以 上 的 条 件 。 如 果 入 族 母 线 (2) 
过 Po, 则 有 


sls 


Zo | to oo To to_ 1/ Yo 
二 XI- 和 你) 全 | > 
Co ZO Yo 
AE v 
由 (*) 得 人 
后 0 和 
b a [og 


这 说 明 上 面 的 两 个 方程 仅 能 确定 一 个 相同 的 %, 因此 过 Po 点 
仅 有 ^* 族 母线 中 的 一 条 直线 . 

同 理 也 可 证 过 Po 仅 有 4 族 母 线 中 的 一 条 ,是 

注意 ”定理 1 说 明了 入 族 母 线 和 上 凡 族 母线 上 的 每 一 点 都 
在 单 叶 双 曲 面世 上; 另 一 方面 , 定理 2 说 明了 (1) 上 的 每 一 点 
都 在 入 族 母 线 入 族 母线 上 、 因 此 就 得 出 (1) 是 真 纹 曲 面 ( 见 
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图 7-6). 

下 夯 儿 个 定理 的 证 明 假 定 入 及 凡 不 
是 零 ， 也 不 趋 于 无 穷 大 ， 这 就 是 说 不 讨 
论 (人 D~ (7) 的 情况 ， 由 于 这 些 情 况 比 较 
窗 单 留 给 读者 自行 补 出 . 

定理 3 单 时 双 曲 面 的 两 族 母 线 无 
公共 直线 . 

【证 】 从 (2) 中 消去 %， 即 得 (2) 在 
zy 面 圭 的 投射 柱 面 . 由 于 (2) 是 直线 , 故 投射 柱 面 化 为 平面 ， 
即 知 (2) 在 zy 而 上 的 射影 是 


2m 1 vy/,_1 二 
和 一 X 十 元 十 各 (和 天 Y 一 有。 (A) 
辐 理 , (2) 在 wz 面 上 的 射影 是 
2: 11 y/,,1 
对 于 (9) 也 有 池 料 结果 
四 
和 和 
22 1 加 i = D 


如 果 有 两 条 异族 母线 相 重合 ， 则 它们 的 射影 也 必 重合 ， 
比较 (A)、(C) 及 (B)、(D), 则 有 


1 41 | 
yl E 
Ad Lr CE) 
We i (FR) 
A 也 
1 1 
ee G 
和 一 亏 (G) 
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4 a 


将 (B)、() 及 (四)、(G) 分 别 相 加 ,得 十 元 0,，% 一 元 一 0， 


于 是 ~0, 二 0, 此 不 可 能 ， 故 本 定理 得 证 


ee te 


2 


NE 这 (4+ 学) 三 -全 元 (1 区 ) (J) 
其 中 和 a 关 X3。 如 果 习 与 (J) 共 夯 , 旦 设 过 (了 的 平面 束 是 
达 二 全 -ia(1+ 芋 )+ 对 于 一 研一 二 (区 有]-0 (K) 


& A 6 
假定 (EK) 还 过 (J), 5 WA 及 号 ~ 部 的 值 代入 
(RR), 必得 y 的 恒等式 
or 区 H 寺 -二 -区 ra 
即 th. 
故 有 .13 一 天 一 0， 和 3 一 大 一 0. 


此 两 方程 不 能 有 公共 的 值 , 因此 不 能 共 面 ， 芭 于 (4)、(5)& 
及 (2)、(4 和 (2)、( 相 显然 不 能 共 夯 ， 对 十 册 族 的 两 条 母线 也 
可 作 同 样 讨论 ， 因此 本 定理 得 以 证 明 . 是 

定理 单 叶 双 则 而 不 同族 的 两 条 母线 必 共 面 

【证 】 (22D 和 (3) 的 方向 数 分 别 忠 
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a(}2—1), Sh, efih2.t1) 


| od) Dd, -Ci 4-1), 
它们 于 行 的 充 旨 过 后 巡 
G22 DD ef2 小 了 
CC 


即 ] -FA 0. 
1， 当 4 二 hp 一 0 轩 , (3) 和 (83) 至 行 必 共 面 . 
3， 当 ]J-FXs0 时， 人 由 (2) 及 (3), 得 


人 有 
CL 0 , ek 0 
六 A 1 


将 后 丙 式 的 分 子 和 分 得 分 唱 想 加 ,得 了 二 7， 于 是 有 


Wa 
1 1 2 


利用 比价 性 质 


EE 


一 wl 1 


一 3739 一 


< 一 af ht y=b I), 一 二 本 ). (8) 


T+ A AI 二 XU 工 十 入 
(8) 式 说 明 (2) 及 (3) 有 公共 解 , 即 它们 相交 , 故 必 共 面 , 且 (8) 
就 是 它们 交点 的 坐标 . 


叉 { 和 9 与 (6); (5) 与 00); (4) 与 (7); (6) 与 (6); (2) 与 (6); 
(2) 与 (7); (3) 与 (4); (3) 与 (5) 也 分 别 共 面 , 读者 试 自行 补 
证 . ] 

注意 8) 也 可 以 作为 曲面 (1) 的 参数 方程 . 

定理 6 单 叶 双 贡 面 上 的 直线 不 属于 和 族 即 属 于 误 . 

【证 】 假定 曲面 (1) 上 有 直线 i 既 不 属于 入 族 ， 记 个 属 
于 上 应 族 ， 于 是 在 此 直线 上 任 取 .如 两 点 过 4 可 作 一 
条 族 和 母线 ; 过 吾 可 作 一 条 凡 族 母线 ， 于 是 这 两 条 直线 必 共 
面 , 且 此 平面 包含 1 因此 这 平面 与 曲面 (1) 相 交 于 三 条 直线 . 
但 曲面 是 二 次 曲面 , 故 它 与 一 个 平面 的 交 线 应 是 二 次 曲线 ( 见 
第 五 章 第 五 节 ) 而 不 能 是 三 条 直线 ,所 以 不 合理 ， 从 而 定理 得 
以 证 明 . ] 

推论 ” 单 吐 双 曲 面 有 且 仅 有 两 组 母线 . 

【 例 1】 求 过 双 曲 面 


人 


Re :1 


4 9 6 
上 的 一 点 (2, 3， 一 4 所作 的 两 条 和 母线 的 方程 . 
这 条 入 族 母 线 的 方向 数 是 1, 0, = 故 得 过 点 《2， 3, 一 和 ) 
的 入 族 母 线 是 


同 理 , 可 得 过 点 (2, 38， 一 4 的 多 族 母线 是 


一 389 一 


| 


【 例 2] RN Se TR 
异族 母线 必 平 行 . 
【证 】 有 曲面 (DD) i 


页 二 2 一 0 


a 
Plavosg, 5sing, 0) 和 Q(-zcosD —bsinf, O09. 


母线 (如 过 也 则 有 hp= coal 过 晶 则 有 No=———0030. 


i+anf’ 1—sing" 
__ Cogp _ C0s0 
母线 (3) 过 卫 则 有 jn 一 了 9, 过 日 则 有 jo 一 03 


又 Apjto= 一 1， AoMpe= 一 上 . 故 由 定理 5 的 证 明 可 知 ，; 过 已 
和 鱼 的 两 条 异族 母线 必 平 行 、]】 


号 ' 喉 ” 双 曲 抛物 面 的 直 纹 性 


下 面 证 明 双 曲 抛物 而 
全 一 入 一 2 (a, 5>0) (9) 


也 是 直 纹 曲面 ， 将 方程 (9) 写 作 


(8 
于 是 (9) 可 以 由 直线 族 
全 二 类 (10) 


ni 
xj 


1,Y.e | 
， 卫 24 (11) 


一 S831 一 


米 产 于 ,这 里 和 ,4 是 套数 ， 站 线 (10 和 (分 别 吓人 入 有 沈 和 地 


物 曾 (9) 的 入 族 信 线 : 训 记 效 坚 线 ， 福 订 程 入 0) 利 (了) 中 ,分 别 
令 双 和 凡 赴 于 替 , 出 家 


-一 二 0 (12) 
t Cp 
东 ] 
ed det (18) 
& 也 


这 油条 直线 仍 分 别针 作 太 施 母 线 得 扩 族 母 级 ， 上 成 可 育 

定理 9 双 临 抛物 而 (9) 可 以 由 入 族 母 线 (10) 或 几 族 母 
ce 产生 ， 其 由 一 ce<X， 内 之 十 20, 

个 定理 说 明 (9) 是 家 纹 曲 醒 (时 

9| 19). 

关于 到 监 沥 物 而 的 尽 线 ， 仍 只: 
上 人 述 定理 2 改定 理 6 的 类 似 性 质 ， 它 
们 的 证 明 留 给 谈 瞪 补 下 ， 

2 3 人 | 抛物 面 的 两 族 


[十 】 入 族 下 线 (10) 的 方 启 准 7 


年 06，24; 上 4 族 和 母线 (11) 
的 方向 数 第 w 2 最 然 这 商 族 彝 线 分 别 了 “ 行 于 江平 蜀 
bz—ey- 0 bw--ay=0 时 


工 在 例 工 中 求 过 点 (2, —1， J 


> 


(DD 京 单 叶 双 册 本 -十 - 竹 一 所 ~] 的 呈 喉 贿 图 上 离心 角 是 上 的 


西 条 壕 线 ;， (2) 评 ? 开 半 HL 双 晤 ; i 先 泪 线 与 啊 也 东 罚 相交 ， 轩 
让 ( 中 的 圭 线 当 二 变化 时 可 以 作 恩 册 曾 的 所 有 芭 终 
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3. 或 江 #wy 是 章 纹 个 而 , 再 来 母线 方 祷 . 
妈 ， 冰 证 8 一 2423T- 扫 于 各 纹 册 而 ， 且 求 千 线 万 程 。 
5 冰 证 双 曲 抛物 曾 -和 一 区 = 2 的 参数 方 竹 可 以 写成 
站 二 入 ( 凡 十 入 ) ， ds Ss=2A 【一 co < 和 0), 
6。 求证 过 单 叶 双 此 六 名 1 的- 一 号 -1 上 的 一 点 (aocsb see 多 


bsin sac4, cig 和 的 殉 妆 旨 坟 长 方 科 是 
Wacos0seoh ybsinOsb _ 2—rtgw 


sinCb 圭 起 ) —8 605t0 十 罗 ) te * 


7。 求 双 曲 抛物 下 


上 和 一 点 (ap enh, ppsing, 后 -0080) 的 1 站 深 母 线 方程 ， 


8， 补 出 双 申 抛物 面 的 母线 性 质 ( 类 似 于 定理 2 和 ~ 定理 6) 的 证 归 。 
"， 推 求 单 是 双 有 曲面 上 商 条 母线 直 交 的 交点 轨迹 ， 

[是 示 ， 用 定理 5 的 方向 数 和 公式 (3)，] 
“10， 控 求 双 曲 昌 多 面 上 疝 条 好 线 真 交 的 交点 加 迹 ， 


“第 四 节 ”二 次 曲面 的 作 图 


咏 肖 ”基于 在 坐标 面 上 对 称 办 为 举 标 轴 的 二 次 上 曲 比 的 作 男 
下 百 举 阐 说 明 在 2 祈 的 作 图 方法 ， 


IT 


【全 了] 作 英 国 I 和 地 一 二， Y= 0 的 医 ， 


ee 19 

解 : 1 首先 作 举 神 耐 Oo 光华 其 上 上 作出 横 图 革 -16 8 和 守 1( 即 

诛 攻 图 9 县 扎 ， 和 在: 兵 插 ; 4/ 十 任 党 玻 一 点 SS, 过 点 人 O'e! 的 竺 行 
线 


et 
人 Orapz, 并 有 量 社 OX 三 联 一 点 S, 中 日 08-- 吉 08', 双 过 Ss 
作 Dz 的 平行 线 , 立 且 在 攻 平 行 线 土 俱 尺 志和 起 ， 容 取 线 届 S3 各 SN, 使 
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7-8 图 7-9 


S11 了 ,SN= SN 图 7-9), 则 点 下 入 为 所 求 燃 贺 上 的 两 点 . 

3， 按 照 上 闸 的 方法 可 以 作 椭 回 上 的 许 允 点 ， 然 后 依次 把 它们 联 成 
一 条 光滑 曲线 , 即 得 到 所 求 作 的 槐 则 (图 7-9). 

由 上 述 例题 可 得 到 绘 镶 椭 贺 的 简单 方法 ; 首先 作出 坐标 面 Oz? 内 
椭圆 的 真 形 ， 并 且 作 出 切 于 它 的 顶点 4、B'、0'、D' 的 外 切 矩 形 (图 
7-10) ， 然 后 在 坐标 系 0zys 内 的 sz 面 上 作 一 个 平行 四 边 形 ,使 它 的 两 
邻 边 分 章平 行 十 Oz 和 0z, 并 且 48= 雪 4.8', GD~0D'( 图 ?7-11). 最 


后 大 致 作出 此 平行 四 边 形 的 内 切 椭 觅 ， 共 切 点 为 #4、B、C、D， 则 此 榜 
贺 如 为 所 求 (图 ?7-11). 


图 7-10 


[ 例 2】 作 双 曲线 名 -一 他 ~1 y~0 的 图 ， 
解 ，1. 作 坐标 面 0'w'z, 并 县 在 Oz'z 内 作出 双 井 线 
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《 即 原 双 曲 线 的 真 形 )， 假设 它 的 顶点 为 4 和， 让 0x' 上 的 线段 
雪 'B' 的 外 部 任 取 一 点 访 ， 
过 点 5S 作 0' 的 平行 线 
与 双 曲 线 冯 于 点 江 和 NN 
《如 图 一 12 所 示 ). 

2， 作 和 坐标 系 Ozwyx, 并 
和 且 症 Oz 上 取 点 妇 、B、5S， 

1 


a A? = 
使 04= 0’ 和， 0B- i 


言 0B，09 吾 08', 又 过 各 作 0 的 平行 线 ,并 且 在 此 平行 线 上 从 8 
点 起 截取 线段 5 有 和 SN， 使 SUMS"M' 和 SN=SN' (图 7-13)， 则 
型 和 交 即 为 所 求 双 曲线 上 的 两 点 ， 
点 和 台 为 它 的 项 点 . 

3. 按照 上 面 点 融和 NN 的 作法 ， 
如 以 作出 双 曲 线 上 的 许多 点， 然后 
依次 把 它们 联 成 一 条 光 涓 曲线 ， 则 
得 所 求 作 的 双 曲 线 ( 图 7-13). 

如 果 利 用 双 曲 线 的 盐 本 矩形 和 
渐 近 线 , 那么 在 绘制 双 曲 线 时 , 也 可 
六 采用 下 面 的 一 个 近似 作法 ， 首 先 
作出 坐标 而 Oz'z 内 双 曲 线 的 真 形 图 7-13 
以 及 它 的 基本 矩形 和 辣 近 线 (图 7-14) ， 然 后 在 坐标 和 共 0xyz 内 作出 双 
项 线 的 和 近似 图 形 即 为 所 求 ( 图 ?7-45). 

【 例 3 作 撼 物 线 22 一 2z, y=0 的 图 ， 

解 : 1， 作 坐标 面 Oz'2 并 且 在 Oz'z' 内 作出 抛物 线 z2?= 3z'( 即 原 
抛物 线 的 真 形 )， 在 9G'z 的 正 向 上 任意 让 一 点 避 ， 过 点 尽 作 Go 的 平 
行 线 与 抛物 线 交 于 点 六" 和 点 N (如 图 7-16 所 示 ). 

3， 作 坐 标 系 Ozyz， 并 且 在 0z 上 取 -- 点 3， 使 08-=018'， 又 过 点 
心 , 作 Oz 的 平行 线 ， 且 在 此 平行 线 上 从 8 点 起 截取 线段 8M 和 SN, 使 


一 385 一 


图 7-16 加 7-17 


S37 一 .8'3' 和 SN 一 了 SN 图 7-17), 则 点 开 和 X 为 所 求 抛物 线 


上 的 两 点 ， 

3， 按 上 述 作法 可 已 作出 抛物 线 上 的 许多 点 , 然后 依次 把 它们 联 成 
一 条 光滑 曲线, 则 得 上 所 求 作 的 抛物 线 { 图 117). 

到 于 zy 面 上 的 二 次 厚 线 可 以 仿照 zx 画工 的 二 次 曲线 的 作 图 方法 
来 作出 , 而 83 面 上 的 二 次 昌 线 则 反 屠 真 形 , 故 可 直接 作出 . 


4: 呈 ” 半 于 平行 于 坐标 面 的 平面 上 且 对 称 轴 平 行 于 坐标 轴 
的 二 次 曲线 的 作 图 
在 第 3 章 第 2 节 我 们 已 经 知 道 平行 于 坐标 画 的 平面 的 作 图 方法 ， 


mas 1 一 一 


说 在 举 侣 说 阴 这 类 二 深 曲 线 的 作 图 ， 


[ 例 4] 作 棋 四 5 全 每 一 1 z=4 的 姓 . 


解 :; 从 方程 本 以 站 辣 ， 它 是 平面 = 生 上 对 称 轴 平行 于 了 续 和 和 % 轴 
且 记 点 (0, 0 儿 疙 出 心 的 椭圆 因此 ,首先 作出 平面 z+4, 然后 恨 据 给 
出 的 方 种 ,在 此 平面 上 上 作出 狂 画 , 即 得 所 求 ( 图 7-18), 


要 3 了 .348 7-19 
£3 9 

【 例 人] 作 双 曲线 -一 妆 =1, z=4 的 图 , 

解 : 从 方程 可 以 看 出 ， 它 是 平面 >= 4 上 实 轴 和 上 碟 轴 分 别 平行 填 
轴 和 2 轴 上 且 以 点 (90,， 0 当 为 中 心 的 双 曲 线 ， 因 此 , 首先 作出 平面 z=4， 
然后 根据 给 出 的 方程 在 此 平面 上 作出 汉 曲 线 , 即 得 所 求 ( 图 7-19) .， 

【 例 6 作 抛 物 线 空 一 2(z 十 1)， 2 
= 一 2 的 图 . 

解 ， 从 方程 可 忆 郑 出， 它 是 平 
面 9= 一 2 上 对 称 轴 平 行 于 2 轴 ， 项 
点 在 (0， 一 2， 一 4) 和 且 开 全 向 上 的 
抛物 线 。 因此 ， 首 先 作 出 平面 Y= 
一 2， 然 后 根据 给 出 的 方程 ， 在 此 平 
面 上 作出 拢 物 线 即 为 所 求 ( 图 7-20). 

从 上 面 的 例题 。， 总 结 出 在 与 华 
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标 面 平行 的 半 面 上 ， 且 对 称 轴 平 行 于 坐标 输 的 二 次 曲线 的 一 般 作 图 的 
方法 如 下 : 

1. 先 画 出 曲线 所 在 的 平面 ; 

2. 确定 二 次 曲线 的 中 心 , 画 出 对 称 吾 ; 

3. 加 轩 助 直线 (如 双 曲 线 的 基本 和 矩 形 和 渐 近 线 等 ); 

4. 画 出 二 次 曲线 的 近似 图 形 . 


4 生 *3 二 次 曲面 的 作 图 

描 综 二 次 曲面 , 一 般 先 作出 三 坐标 面 上 的 截 部 , 然后 作出 则 面 的 概 
形 . 如 果 还 作出 与 三 坐标 面 平 行 的 轮 靡 线 , 则 图 形 将 更 精确 些 , 现 举例 
eT 

【 例 7] 作 椭 四 曾 了 5 + 六 + 于 = 工 的 图 . 

村 用 1 的 让 作 = = 


ts | 纹 Ss: 
A 每 + 入 gS -0; 第 + 竺 -2 4. 


其 图 形 分 别 见 图 7-31(2)、(B》 和 lr， 这 三 个 机 图 在 精 夯 面 项 点 处 相 
交 , 最 后 沿 这 三 个 柳 回 即 可 和 作出 补 右 面 的 图 形 ( 见 图 7-22). 


【 例 3] 作 球 面 必 十 妨 十 2 二 16 的 图 ， 
解 ， 作 出 三 个 截 部 , 是 三 个 图 
玉 十 和 二 16， T=0; #2+22=16, y=0; z+ y=~16, > 一 0. 
在 x 二 0 上 作 直 线 y 二 mz, 3 一 0 二 士 1) 与 加 十 一 16, z= 0 交 计 两 
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EAN 
2 


7-22 图 7-23 


点 4o 和 了 Bo 在 s=(|E| 二 4) 上 作 直 线 y 二 mx, # 二 h (m 半 土 1) 与 贺 
2 十 一 16 一 如 ,8 二 廊 交 于 两 点 i 和 Bs， 这 些 点 4o、41、… 和 Bo、 
B1、.…' 是 在 平面 Y= 二 Wz 与 球面 
的 交 线 所 成 的 团 上 ， 联 接 它们 
就 可 作出 图 来 (图 7-23)， 

【 例 8】 作 双 有 曲 抛物 面 


LL 
Te 
的 图 
解 ， 先 作 三 个 截 部 
=ds, x0; 
2 一 一 22， y=0 和 y= 土 V 3a， 2 一 
再 作 轮 廊 线 
o2 一 2(z 一 于 )， 2 一 3; 一 一 2( > 一 卫 )， Vm 
Ci 
和 ta 


于 是 就 可 作出 图 形 ( 见 图 7?-24), 


44' 二 次 曲面 所 围 空间 区 域 的 简 图 
在 有 些 实际 问题 里 ， 时 常会 明 到 由 几 个 曲面 块 所 围 成 的 区 域 ， 这 
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时 等 至 寺 这 个 区 域 作 一 个 简单 的 图 形 ， 在 -一般 博 杞 下 外， 如 
尝 区 域 的 边 滤 玫 几 块 吾 硬 和 旋 曲面 专 南 戌 ， 人 4 直面 举 
例 谱 明 如 唐 作 区 减 的 简 图 . 

【全 304 先 帮 不 等 式 表 示 天 责 池 
区 十 3 一 8 所 图 的 区 起 ,然后 作 它 的 向 ， 

解 ， 这 两 个 曲面 此 是 沿 z 轴 为 让 和 红 得 的 旋 续 曲面 现 求 它们 的 交 
线 方程 ， 由 这 两 个 方程 消去 呈 十 内, 得 关上 6 一 16 一 0 或 4 一 2 2 一 一 总 
但 出 拱 物 了 面 方程 得 2 宇 0, 故 交 钱 所 在 前 下 面 应 是 


z=2. (4) 
又 上 平 球面 内 部 区 城 适 合 2234 凡 二 as em0, 故 以 (全) 为 底 的 球 完 
应 适合 的 区 城 是 4 


DV I (B) | 
另外 ,z 铀 上 的 一 点 (C0, 0, 14) 使 2? 十 
妇 一 867ooD<0， 收 挑 物 面 含 > 轴 
的 这 域 返 合 如 十 天 一 襄 去 0， 因此， 
以 (和 衣 ) 演 底 的 规 移 协和 的 内 部 所 应 适 
合 的 区 域 是 


志 CX) S29, (OY 
将 (BI7、(Cy 癌 并， 即 得 所 求 的 区 域 ， 它 慌 0 


为 底 的 抽 物 血 1 块 合并 厅 成 的 立体 ( 见 副 2 

全 1 作出 出 水 竺 式 

ZEd, yO0, ey, wl yl1, WF 
所 规定 的 区 域 简 图 . 

解 ， 方程 fy 二 1 表示 过 点 (5 0， 0 
各 点 《0, 了 们 , 县 于 行 了 9- 2 轴 的 六 加 ,二 
未 等 式 & 二 VS 形 示 记 这 个 于 车 : 为 锥 已 
含 不 点 的 那 举 个 空间 .。， 方 革 人 坊 二 训 =1 家 
地 2 轴 为 辑 、 淮 人 至 为 了 的 直 葬 柱 荀 ， 小 
是 不 等 坊 琴 十 如 1 表示 这 个 十 漠 福 节 思 
成 思 内 部 及 其 误 面 . 喜 辐 柱 而 在 平 闸 二 0， 


— S80 -~ 


rs 


y= 和 zz. 女 二 1 上 区 本 沿线 分 下 是 圆 、 址 线 和 椭 俩 、 平面 * 十 yy 一 1 在 
平面 Y=-0 和 z=0 上 六 平 虑 线 都 是 直线 , 把 这 五 条 平 截 线 作出 来 , 就 得 
区 域 的 简 图 ( 见 图 -26). 


习 题 7:44 
. 作 下 列 二 次 曲线 的 图 形 : 
(QD 村 十 妇 =- 2 一 包 (3) 72—22 1, y—3; 


[Ce 


- 作 下 区 二 次 曲面 的 图 形 : 


人 2 2 
(3) 安 -- - 汪 - 一 条 一 也 (4) 2 =xy; 


5 0 
(5) we 一 -年 = 


， 和 作 下 列 各 组 曲面 所 围 成 的 立体 图 形 ， 


《1》 工 +3%31 3 一 与 三 全 坐标 面 ; 
(3) 二 gg 一 ]，2 一 到 二 多 与 二 个 仅 标 而 ; 
(3) 27-1 3 一 全 2 一 4 一 好 与 三 个 坐标 面 ; 
(4) TI + Zt 3 20. 


， 用 不 等 式 表 未 球 商 2? 寺 仿 十 #3 一 4? 和 拉面 x? 十 如 一 at 所 围 成 的 区 


域 . 


第 五 节 二 次 曲面 标准 方程 小 结 
前 面 介 绍 了 五 大 类 二 次 昌 面 方程 的 标准 形式 ， a 


分 , 则 有 十 七 种 . 今 归纳 于 下 ， 


1. 有心 二 次 曲面 的 标准 方程 


Ph + R=1, PQORz0 6 


(3) 卫 半 10, 六 0 BR 汪 0， 椭 因 曾 ; 
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f2) P>0, Q>0, BRB<0 P>0, 8<0, R>0, P<0, 
@>0, 中 >0， 单 叶 双 曲面 ; 


(3) P20, 0<0, R>0, P<0, Q>0, RZ<0, P>0, 


@<0, 五 <0， 双 叶 双 曲面 ; 


(4) 卫 <0, @<0, R<0， 无 实 轨 迹 ( 虚 椭 圆 面 ). 
2， 无 心 二 次 曲面 的 标准 方程 

Paa Qy =2Rz, PORYO0 
(1) PP~>0, 昌之 0; <0, 8 二 0， 杭 圆 抛物 面 ; 
(2) P>0, Q<0; P<0, Q>0: 双 曲 抛物 面 . 
3. 二 次 柱 画 的 标准 方程 
CD Ps-t Op =1, PQAO 
《i) P>0, Q@>>0， 椭 圆柱 面 ; 
(二) P>0, QQ<0; P<0, @>>0， 双 曲 柱 面 ; 
《ii) P<0, @<0， 无 实 轨迹 ( 虚 椭 央 柱 面 )。 
《2) 一 2pz, p 关 0， 抛 物 柱 面 . 
4. 二 次 (代数 ) 锥 面 的 标准 方程 

Pr? + Qy + Bz’—0, PAR#AO0 
(1) P,Q@. 有 不 都 同 号 ， 实 锥 面 ; 
(2) PQ@. 五 都 闻 号 ， 虚 锥 面 (点 椭圆 面 ). 
5. 二 次 变态 曲面 (两 个 平面 ) 的 标准 方程 
(1) Pot+Qy—0, PO0 
《i) 了 QQ@ 异 号 :一 对 相交 平面 ; 


@ 


(8) 


(4) 


(5) 


(6) 


《 立 ) 卫 、@ 同 号 ， 无 实 轨 迹 (一 对 虚 平 面 或 一 条 实 直 


(2) ww?2 一 万 
(i ) 1> 0， 一 对 实 平行 平面 ; 
《让 ) 二 0， 一 对 重合 平面 ; 
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(ii) <0， 无 实 轨 让 (一 对 虚 平 行 平面 ). 
-注意 前 四 类 称 为 二 次 常态 曲面 .. 

[【 例 1】 求 到 定 de i 
轨迹 , 并 说 明 其 形状 ， 

解 : 设 动 点 到 定 平面 及 定 直线 的 距离 之 比 是 (之 0). 根 
据 定 平 面 及 定 直 线 的 不 同位 置 可 分 三 种 情况 讨论 ， 

工 ， 定 直线 与 定 平 面相 交 ， 以 交点 为 原点 , 定 直 线 为 轴 
而 建立 坐标 系 ， 于 是 定 平 面 方程 可 以 写作 wcosatycos 十 
20087? 一 0 又 动 点 (2 2 ?) 到 定 平面 及 z 轴 的 距离 分 别 是 

‘Jscosa+ycosB+zecosy| 和 vt, 


于 是 , 由 假设 ,得 
Izcosaty cos B+2cogy| 一 2 mt, 
即 (wcosat+ycon Biscosy)? =— A (wt 2). 


此 是 w,y,，z 的 齐 次 方程 , 故 表示 以 原点 为 顶点 的 二 次 代数 锥 
面 . 

2. 定 直线 与 定 平面 平行 ， 以 定 直 线 为 2 轴 , 过 定 直线 和 
定 平面 平行 的 平面 为 zy 面 而 建立 坐标 系 。 于 是 定 平面 方程 
可 以 写成 ?一 大 0). 出 动 点 (2 y, *) 到 定 平面 及 z 轴 的 距 
离 分 别 是 jz 一 4| 及 w 史 + 呈 。 于 是 由 假设 ， 得 |j> 一 &| 一 
AV 十 好 即 

2283 十 (2 一 二 如- 十 2852 一 1 一 0. 

CD 设 和 =1， 则 有 名 = 一 2tz 十 及 即 如 一 一 28(z 一 到 )， 
这 表示 掀 物 柱 面 . 

(2) 设 入 关 1， 则 有 


Ny (M2 一 1D(z 未 


入 一 工 
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在 2>-1 时 ,表示 椭 辐 柱 曾 ; 和 < 工时 , 玫 示 双 曲 柱 面 , 
3. 定 直 线 在 定 半 面 上 ， 以 定 直线 为 和 轴 ， 定 平面 为 网 
面 而 建立 坐标 条 ， 动 点 到 & 轴 的 此 离 是 MV 吧 十 守 ; 到 2y 面 的 . 
距离 是 |z|, 出 假设 , 得 |z|=Avy- 邓 ; 肢 
22 二 OQ 一 1)2— UD. 
(i 设 入 1， 表 水 一 对 重合 平面 ; 
(2》 设 和 <1: 表示 一 对 相交 平面 ; 
(3) 设 A>1， 表 示 一 对 虚 平 画 . 
注意 在 和 =0 时 , 动 点 在 定 平面 而 不 在 定 家 线 上 , 胃 迹 
可 以 说 是 原 定 平 面 ; 在 和 >0c 时 , 动 点 在 定 直 线 而 不 在 原平 面 
上 ,轨迹 可 以 说 是 原 定 直线 ， 


习 题 7 了 ;与 
说 明 下 列 曲 面 的 形状 : 
(CL7 32 一 3 十 23 一品 : (23 XI 2r y=0; 


(C3) x3—y? Tt2c--2y4F27+1=U; 
(4) wt 二 25 十 24 十 22 -1 =:0; 
(5) re- 27—2y—2241=0; 
(6) T+ Y=D; 


(7) #2=r+y 《8)》 27x + y+, 
2. 就 入 Se 下 下 曲 面 的 形状 : 
(1) 3r°.- 2 (2) x2— Ady? =:532-4 Ny 


(3) 2 3 二 TY- 
“3. 就 &.b、e re 上 
1) ayi ?ert -1 {fadeth): 
C2) Uy 2) Tm 2 C00)., 
[ 提 六 ， 可 2 而 十 作 轨 的 旋转 .J 
44， 说 国 下 剂 胆 弘 寺 话 快 ; 
(1) 5 一 形 一 a2，2 = (2) z= 2 一 如 天 二 0; 
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人 (4) 2 FY m2 T=. 
(8) 22- 2 十 = . 
(6) zi 2- y+ 2 ~—b’, 


0) ps 一 
5 求 到 定点 及 定 平面 的 距离 之 比 为 常数 的 点 的 轨迹 ， 并 说 明 其 形状 ， 
[提示 分 定点 在 定 平 面 上 和 不 在 完 平 面 上 两 种 情况 考虑 参看 


复习 题 … 第 14 题 .] 
求 到 定点 及 定 直线 的 耻 训 之 比 为 常数 的 点 的 轨迹 ， 并 说 明 形状 
(参看 复习 题 一 第 功 题 ，) 


本 章 提 要 


工 _ 根 据 曲 线 产生 曲 而 的 观点 ， 本 章 建立 了 三 种 有 心 工 次 则 面 和 两 
种 和 泡 心 二 次 曲面 .连同 二 次 代数 锥 面 二 次 柱 面 和 变态 二 次 曲面 共有 五 
大 类 -七 种 二 次 申 面 ， 

人 .二 次 其 面 中 只 有 单 叶 双 上 曲面 和 双 曲 抛物 面 是 具有 两 族 母 线 的 
直 纹 则 而 .二 次 柱 页 和 一 次 代数 锥 面 是 具有 一 族 母 线 的 直 纹 曲面 ， 其 
中 还 有 再 种 是 二 次 旋转 曲面 ( 见 千 六 章 第 五 节 )。 而 旋转 单 叶 - 双 曲 而 、 
店 圆 柱 商 和 青 圆 锥 而 既是 直 纹 曲面 又 是 旋转 上 明 面 . 

3 就 标准 方程 研究 五 种 常态 二 次 曲面 的 见 何 性 质 ， 特 别 是 它们 的 
直 纹 性 . 

和 ， 熟 记 小 七 种 二 沈 曲 而 的 标准 方 冬 ， 并 能 对 一 些 二 次 方程 经 过 
简单 坐标 变换 化 成 标准 方程 ,从 而 认识 它们 的 图 形 ， 


复 习题 苇 
1. 求证 . 
iy 和 
的 受 线 是 两 个 加 ,谋求 所 在 平面 的 方程 。 


3， 求 证 
2 


是 肖 纹 胆 耐 , 理 求 它 的 母线 方程 
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。 如 果 4%>Ba>c, 出 


2 十 g2 十 弛 一 02 和 二 + 本 ~ 


的 交 线 是 两 条 平面 曲线 , 且 求 所 在 平面 的 方程 


和， 求 与 两 异 面 喜 线 都 根 切 的 球面 的 球 心 轨迹 . 


10., 


. 册 定 点 了 (a, 5, 0) 作 方向 余弦 为 cosa、cosB、cosy 的 直线 与 
Pz? 十 @o5 二 Ra? = 工交 于 4、3。 求证 有 向 线 眉 P4、P 的 大 小 是 
一 个 二 次 方程 的 两 个 根 ， 

， 症 上 题 中 ， 由 中 心 作 弦 0D/P4B, 求 证 P4. PB:0D? 是 常数 

.由 实 圆 面 入 人 + 与-1 的 中 心 沿 方向 余弦 是 入 py、v 的 射线 
到 的 中 为 1 求证 志 一 如 + 伐 + 如 

.由 椭圆 面 

血 3 9 
> 各 =1 
a 交 曲 而 于 Pi Pa, Ps. 设 OPi=?+y 
OP,—72, OP, = + 背 + 放 ~ 商 + 闸 + 喜 
， 设 有 中 心 二 次 曲面 族 
9 生 4 
二 + 十 机- 元 = 工 (a>b>c>0), 
其 中 处 是 参数 . 判断 4 为 何 值 时 应 除去 ? 为 何 值 时 ， 表 示 衫 贺 面 ? 
为 何 值 时 ,表示 单 叶 双 曲面 ? 为 何 值 时 , 表示 双 叶 双 曲 面 ? 
设 有 无 心 二 次 曲面 族 
r+ 有 区 一 2 一 和 (a>b>0), 
其 中 入 是 参数 . a 为 何 值 时 ， 表 示 摔 圆 抛 
物 面 ? 为何 值 时 , 表示 双 曲 抛物 面 ? 
， 求 梯 圆 面 : 


3 3 
写 + 攻 + 与 1 (a~>b>c>0) 


与 x 二 0 平行 的 轮廓 线 的 焦点 的 执 迹 ， 
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*12. 


求证 *=%G 一 分 表示 双 曲 抛物 面 . 
[提示 :在 zy 面 上 以 z=0, x 一 y=0 的 内 、 外 平分 角 线 为 新 轴 而 
作 旋 转 .] 


思考 题 七 

， 推 证 三 类 中 心 二 次 曲面 只 有 单 叶 双 曲面 是 直 绞 曲 面 ;两 类 无 心 二 

次 曲面 只 有 双 曲 抛物 面 是 直 纹 曲面 z 
. 讨论 所 十 好 + 仁 =1(a>b>c>0) 的 平 截 线 是 加 的 情况 . 


讨论 az? 十 by 十 ce? 二 的 平 截 线 的 主轴 长 
， 就 423+bY 一 2z 研究 前 两 适中 所 提 的 问题 ， 
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厂 
ea 


ee 入 党 


二 次 曲面 普遍 方程 的 研究 中 


前 几 章 用 昌 线 产生 曲面 的 方法 ， 杆 立 了 四 类 二 次 常态 曲 
面 ; 由 点 的 轨迹 建 本 平面 ， 且 将 两 个 平面 车 作 二 次 变态 曲 
面 ， 于 是 在 第 七 童 第 五 节 时 总结 为 五 类 、 士 七 种 二 次 曲面 , 并 
列 凡 了 它们 的 款 谁 方程 . 

更 三 将 三 元 二 次 方程 

QI CONT Or Of yet+ Dger ot Dry + Durz + 20 
aN 0 (eo oF ttR0) (x*) 
则 人 敌 二 次 曲面 的 兽人 过 方程 , 并 将 (x*) 所 址 示 的 曲面 称 汶 普 记 的 
二 次 取 面 .在 这 一 章 显 杰 讨 论 它 的 一 些 几 何 性 质 , 如 切面 ,法 
线 、 径 平面、 中 心 、 主 平 而 等 等 ,并且 研究 它 的 分 类 与 判定 同 
题 , 其 中 有 些 旭 方 同 关于 二 次 曲线 普遍 方程 的 讨论 相当 和 似 . 通 
过 在 三 维 空间 关 二 二 次 上 曲面 普 六 方程 的 研究 方法 ， 就 比较 容 

易 地 推广 到 对 % 维 空 辣 二 次 超 曲 而 普遍 方程 的 研究 ， 


第 一 节 ”直线 和 普遍 二 次 曲面 的 相关 位 置 


今 将 二 次 有 曲面 
Ps, Y, 2) a by er 2 fe Dorr hy 
二 2uvw 上 227 上 上 22 十 区 一 0 
(二 本 二 二 i- 忆 关 0) (1) 


[ 注 ] 灾 章 替 论 沪 权 到 , 遂 算 谱 繁 , 初 字 者 可 先 脱 南 不 读 。 
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(et 轨 三 由 (rz 2) +2ur+t 20Yy+2wz+ d=0. 
pr, y, 4) =av 1 by et 2 fys togr+2hry (2) 
蚌 三 元 二 次 齐 次 多 项 式 ， 在 本 章 甲 ， (2 Y, %) 及 中 (2， 2 22) 
分 别 表 示 这 岗 个 特定 多 项 式 而 不作 引用. 
现 俩 究 过 Pol，go，zo02 的 方 击 余弦 是 和 所 > 的 直线 


t=wotAt, y- Yo! ut, 十 (3) 
和 (也 的 相关 位 置 ， 将 人) 代入， 得 二 的 二 次 方程 
Qt 142 RES = 0, (4) 
这 里 
| Q= PO, HK, v) . 
R=MAaao ~ hyot crot uu) tw hwodt Oyo frot v) 
ee (5) 


LS—=F(z0, Yo, Yo) 
方程 (4 中 的 两 个 值 是 Po 点 与 (3)、( 了 D 的 两 个 交点 所 构成 
的 有 向 线段 的 关 小 . 

当 @ 关 0 时， 根据 志 一 5 大 于 零 、 等 于 零 或 小 于 零 ， 则 
(3) 与 (1) 分 别 有 了 两 个 不 同 交 点 、 一 个 交点 (看 作 两 个 点 的 重 
合 ) 或 无 交点 , 从 而 人 3) 分别 叫做 (TD 的 割 线 、 蕊 线 或 离线 ， 

当 Q@=0、 卫 #0 于, # 的 一 个 根 趋 于 无 穷 ， 此 时 《3) 叫做 


[ 注 ] 基 -， 识 -， 全 -是 bo, gp 的 三 个 偏 导 数 。 和 如果 湛 者 没有 学 过 


Bzy Cy 
就 理解 为 二 4- 记 污 : 
or 


-eh G+ ， 
Cy 


or 
et , ixot byot fest i) 多 


人 yy- i 
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(四 的 一 个 交点 趋 于 无 穷 的 割 组 . 

当 Q@= 五 =0、S¥0 时 ,，# 的 两 个 根 趋 于 无 穷 , 此 时 (38) 叫 
做 (了 的 渐 近 线 ， 

当 @= 吾 = 8=-0 时 , 二 的 任何 值 都 适合 方程 ( 息 , 所 以 直 
线 (3) 完 全 在 曲面 (1) 上 , 故 叫 做 (1 的 母线 . 

注音 曲面 也 (w, 刀 人 =0 上 的 一 点 (zo, yo, mw) 适合 


oF oFf oF 
人 一 -9 一 -G2 一 0 时 ， 此 点 叫做 坷 噶 点 ， 在 奇异 点 处 
R=0. 


【 例 1] 讨论 三 个 坐标 轴 与 二 次 柱 面 纺 十 避 一 z 一 0 的 相 
关 位 置 . 
解 ， 通 过 原点 ， 方 向 余弦 是 入、j、z 的 直线 方程 是 二 一 
= 二 ， 此 时 (和 可 以 写作 (2 十 v2 一 pt 二 0, 
1. 关于 % 轴 ， 久 =v=0,， 故 zz 轴 是 母线 . 
2. 关于 y 轴 :v= 和 %=0, 且 jw 二 p23 关 0、 v2 一 4(j2 十 v3) xX 
0=0, 故 9 轴 是 切线 . 
| 3. 关于 2 轴 ， 和 二 义 一 0, 而 且 / 妇 十 妇 关 0 22 一 4(002 十 23) 
x00, 故 2 轴 是 割 线 . 
[ 例 2] 如 果 有 心 二 次 曲面 a2? 十 by 十 023 一 1 具有 母线， 
则 它 必 是 单 叶 双 曲 面 , 并 求 母线 方程 . 
果 是 母线 , 则 必 在 曲面 上 ， 由 (5) 得 


YY 


a O42 二 6v? 一 0, (A) 
QAvo+ Duyot cvzo 一 0， .{B) 
uazs+ byit+oz—1l=0, CO) 


将 (A)、 @B) 及 (CC) 代 入 拉 格 朗 日 恒等式 


Can? + bu ore-t by8) — (orot bryo)? 
—ab (ro Mo)’, 

得 到 一 cz (并 一 oz 人 一 (cyzo)3 = ob (Wro — MYo)’, 
即 

一 622 一 CO 一 六 0072. (D) 
由 于 入 、4、z 都 是 实数 , 放 吧 与 6 反 号 , 也 就 是 a、53、o 三 数 
中 两 个 是 正 , 一 个 是 负 , 因此 a2? 十 by 十 0 一 1 表示 单 叶 双 曲 
而 .下 面 推 求 过 (wo，yo, tm) 的 母线 方程 ,也 就 是 推 求 入 : 史 :y。 
由 (B) 及 (D) 得 


二 Do A of E+ ozo 和 Cz0To 于 Uvo Se 一 二 十 Croxo 


可 Ca Foo)* 
代入 (8) 即 得 母线 方程 . 
【 例 3】 求证 从 原点 作 两 个 双 苏 面 
入 + 和 一 与 ~ 土 1 
2 pb 


的 斯 近 组 必 产 生 一 个 二 次 锥 商 ( 叫 做 渐 近 维 面 )， 并 说 明 这 三 
者 的 关系 . 
【证 及 解 】 对 单 叶 双 曲 面 


wa 有 22 


a 十 也 了 0b -p=1 . 2 (A) 
来 说 ， 过 原点 的 直线 元 ~ 全 ~ 了 是 渐 近 线 ， 则 (5) 式 中 的 Q— 
五 =0， 其 

sp 

PE 证 本 下 加 0 


故 渐 近 线 必 产 生 二 次 锥 面 
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(B) 


a (C) 
a b> oe : 
的 洲 近 线 也 产生 ( 忆 ) 式 所 表示 的 二 议 锥 面 . 
现 研 究 (A)、(B)、(C) 和 平面 = 一 天 
截 线 的 关系 ， 将 ?一 代入 (4)、(B)、(C), 得 方程 


二 2 .2 
| 


om 0 A 
2 2 天 
ea 
他 和 2 天 2 
人 
三 个 平 截 线 可 以 看 出 
2 


因此 (A) 在 外 部 ，(C) 在 内 部 ,而 《B) 在 中 间 ( 见 图 8- 了 ). 


习 题 BB:1 


1， 讨论 直 线 字 = 芝 = 之 与 锥 面 az*+-by?+cz? 一 0 的 相关 位 置 - 


TX—l1 一 工 一 上 一 二 一 圭 一 工 了。 
2， 求 直线 人 一半” 一 (人 一作 和 


国 面 (十 ys)C27 一 4 一 人 一 6z 的 柜 闫 位置. 

3， 或 证 (za 加， 5) 足 二 次 引 面 020 二 有 (一 3 十 cz 一 吉 )2=- 
的 奇异 贞 。 

4. 二 次 曲面 ge2 二 -上 e220 与 一 仿 =0 有 无 壳 蛋 点 9 

5. 如果 无 心 二 这 邮 面 kz? 十 os2==2z 具有 蔷 线 ， 证 明 局 人 大 
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耐 ,并 求 母线 方程 ， 
“6。 先 证 9 十 225 十 3259 十 6 一 0 是 直 纹 曲面 ， 再 求 过 (- 一 1, 0, 3) 的 母线 


方程 
第 二 节 ”平面 和 普遍 二 次 曲面 的 相关 位 置 


号 :1 著 遍 二 次 曲面 的 乎 截 线 的 性 质 


”定理 1 普遍 二 次 曲面 的 平 截 线 是 二 次 曲线 . 

【证 】 由 第 五 章 第 4 节 例 6 知 : 任何 平面 都 可 作为 zy 
面 , 即 %~0。 但 经 过 形 如 第 五 章 第 四 节 公 式 (9) 的 坐标 变换 ， 
寺 节 (1) 式 的 形式 不 变 ， 故此 间 题 可 化 为 讨论 上 节 (了 ) 式 与 
» 二 We 

在 上 节 (1) 中 , 令 z=0, 则 得 

Qe? 2hry -by +2uw+2vy+a=0, z~0., 
此 即 二 次 蛙 线 ，]】 
. 定理 2 普遍 二 次 曲面 被 平行 平面 所 截 ， 则 所 得 到 的 平 
截 线 必 是 属于 同一 类 型 的 二 次 曲线 . 

【证 】 与 定理 二 祖 同 ， 只 须 研 究 平 行 平面 2 一 下 优 是 参 
数 ) 上 的 平 截 线 。、， 在 上 节 方 程 (1) 内 设 :=k, 则 平 裁 线 的 方程 


是 
av -tohry t+ dy- 2( gh + ei2 (FE io)y 


ors 2wk-+d 0, z= 
或 wr 2hay tT by 42g 2 y+ =0, ¢—h. 
这 里 w、v'、 为 上 的 函数 ， 由 此 可 知 ，Ts=08 一 太 不 随 上 万 变 
化 , 故 平 截 线 必 属 十 同一 类 型 的 二 次 曲线 
乙 ' 呈 ”二 次 曲面 的 切 商 和 法 线 
与 二 次 曲线 的 切线 和 法 线 非 常 类 似 ， 在 此 引进 二 次 曲面 
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的 切面 和 法 线 的 概念 ， 先 证 明 下 面 一 个 定理 . 

定理 3 过 二 次 曲面 上 的 非 奇 蜡 点 所 作 的 切线 必 产 生 一 
个 平面 . 

【证 】 设 Po(zo, go, zo) 是 上 节 (1) 式 上 的 一 点 ,于 是 由 
上 节 公 式 (5) 得 =0。， 设 上 节 公 式 (3) 是 过 6 的 切线 ,， 则 有 
0， RR 一 QS =0, 凤 有 如 =0， 芍 有 


aF OF HF 


当 A -) 2 变化 时 ， 虽 得 过 Pol%o, Yo, 0) 的 无 数 条 切线 . 出 
(A) 及 上 节 公 式 ( 引 消 去 入 pv， 即 得 切线 所 产生 的 曲面 


Ca) ty go) +) 0 (D 
E ,) 2F aF , OF 
由 于 Po 不 是 奇异 点 ， 所 以 - 矶 [、 豆 f 和 2 不 能 同时 为 


零 , 故 (1) 表示 一 平面 .是 
定义 (也 叫做 所 ko 凡人 =0 关 于 非 奇异 点 Polwo，wo， 
2) 处 的 声 面 ， 
推论 工 有 心 二 次 曲面 ez? 十 52 二 os 一 工 上 的 一 点 
了 olz0， go 50) 的 切面 方程 是 
trot byoy 十 pzoz 一 工 (2) 
推论 2 无心 二 次 曲面 co 二 BP =-2z 上 的 一 点 Po (zo， 
Yo x0) 的 场面 疗程 是 
CY0X 十 80g 一 4 十 80. (8) 
定理 和 4 平面 改 十 mV 十 ng = 疙 与 cd3 十 593 十 oo 一 荆 相 切 
的 充 要 条 件 是 


+ 二 (4) 


【证 】 以 (ogo， 20) 为 切 点 的 切面 可 以 写成 
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azow + byoy 十 6xoz 一 工 。 (A) 


于 是 (A) 与 已 知 平面 重 食 的 充 要 条 件 是 
7 ee 
Wap 0 二 一 pp on (B) 
但 《xo，Wo，#0o) 在 二 次 曲面 上 , 故 ， 
Cd 十 098 二 0 一 十。 人 


将 (B) 代 入 (OQ) 即 得 (4). ] 
推论 ”与 平面 ww 十 my 十 mz 一 Pp 平行 的 二 次 曲面 az? 十 6 
十 cza= 工 的 切面 是 


7 十 ?1g 十 ?722 一 十 
同 理 可 证 
定理 5 平面 改 十 ?py 十 9 一 ee 2 相 切 的 充 
要 条 件 是 : 


(5) 


二 加 -+2np 一 0. (8) 
推论 与 平面 认 十 wy 十 7% 一 平行 的 二 次 曲面 r+ by 
一 22 的 切面 是 
< 0 


【 例 1】 从 椭圆 面 中 ， 而 作 雪 相 求 垂 足 轨迹 [ 称 为 
垂 足 有 曲面 或 弗 锐 斯 内 尔 (Fresnel) 弹 性 上 曲面 ]。 
解 ， 过 椭圆 面 


上 的 一 点 (wo，%o， “0) 的 切面 是 
和 . (A) 
0 2 


如 了 
自 原点 到 切面 所 作 的 对 线 是 


Be ps i Ek). 《B) 


La Yo 20 
Pe p> 63 
由 于 柄 加 而 过 人 vo. Un, 20)， 有 
2 ~ 
| (C) 


从 (A)、(B), 《CD 消去 to. yo zo 和 总 即 得 所 求 的 轨迹 。 由 
《8B) 得 


代入 (A) 及 (0C), 分 别 得 
2 十 o2 十 和 一 下 与 Gd2z2 十 812 ok 

再 从 这 两 个 方程 消去 上 即 得 所 求 的 罗 迹 方程 为 

(za |- 1 -82) ?= a by 十 0222， 
这 表示 四 次 曲 而 . 

-【 例 2] 求 有 心 二 次 曲面 的 三 个 两 两 牌 直 的 切 而 的 轨迹 
[ 称 为 准 球面 或 蒙 日 (Monge) 球面]， 

解 ， 由 (5) 式 , 设 
和 六 十 凡人 十 世 光一 Ni 4 -+ We ($=1, 2, 3) {A) 

是 有 心 二 次 曲面 


tr ha 01 
的 三 个 两 两 垂直 的 切 而 ,这 里 
2 十 /二 得 一 二 
于 是 有 
225 十 Hairas-Hpaza 一 0、2 ht Na 二 zs 一 0， 
A 3 Fs 十 Pd1P3r 0. 
将 (A) 中 三 式 平方 相 加 ,并 利用 第 五 章 第 四 节 公 式 ( 人 和 (5)， 
下 得 
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邮 十 加 十 由 一 工 二 可 十 寺 


¢ 6' 
这 表示 一 个 球 画 . 
” 【人 例 3 求证 单 叶 双 曲面 上 一 点 的 切面 必 合 过 该 点 的 丙 
条 母线 . 


【证 】 单 吐 双 曲面 
= 
pb: 0 - 


上 的 一 点 P(g cosp'se6, Gli .sec 6 座 中 的 切面 是 
Sosg0raec 骨 ,Sing'secp ,B91 
u 6 a 让 


由 习题 8.1 的 第 6 题 可 知 ,过 了 i 


Re —baing'sec _ -etgp 
wsin(9 士 办 ) 一 Doosg(f 士 中) 十 6 


容易 证 明 这 两 条 与 线 在 切面 上 .、] 

仿照 平面 解析 六 何 , 我 们 规定 

定义 ”过 二 次 志和 商 上 的 一 点 与 该 点 处 切面 垂直 的 走 线 只 
做 法 线 ， 

定理 了 (人 9, 为 =0 在 非 琳 异 点 Po (mw .Vo，z0) 的 法 
线 方程 是 


和 (8) 
Oo Bo Ozo 
推论 1 交心 二 次 其 玉 a 二 6 二 C= 上 一 成 《20，2o， 
zz 的 法 线 方程 起 


了 一 2Z0 .2 一 加 _ Se | 9 
CD bu C20 “ (9) 


推论 2 无 心 二 次 曲面 a2?-6y 一 22 上 一 点 (xzo Vo, so) 
的 法 线 方程 是 | 
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Wo YYo 2 一 2 好 {10) 


加 


| -和 + 三 一 1 上 一 点 Po 的 法 线 
与 三 主 平面 分 别 交 于 Gs, Gs 和 Gs， 求证 PoGa: PoGis: PoGa 
是 定 比 . 

【证 】 由 (9) 过 Po 的 法 线 是 


一 FT a 区 一?o 儿 一 ZX0 


2 罗 
4 p> 2 
或 者 改写 作 方 疝 余 弦 的 形式 
Xo 一 加 2~—g0 
(Sp (区 jp (Be 
这 里 (加 + 如 十 + 切 )- 1, 
地 是 法 红 的 参数 方程 可 号 


zo0t 2 g=g+ 妇 估 ， z 一 ao 十 208 


由 于 主 平 而 是 三 个 坐标 面 令 vw 二 0, 则 ~ 入 上 
一 分 , 同 理 , PuQs 一 一 人 PoGs 一 一 一 全 .于 是 
Be C2 :02:02 为 定 比 ， ] 


习 题 8:2 
二 求 曲 面 (1T)xy 一 cz; (3) x2 2y2 = 0 寿 点 (zo， Yo 20) 外 的 切面 方程 ， 
2. 证 明 二 次 柱 面 和 二 次 锥 面 上 任 一 点 处 的 母线 必 在 切面 上 ， 
3， 证 明 双 曲 擅 物 面 - 写 一 和 -2z 上 一 点 的 切面 必 包 含 过 该 点 的 两 条 
母线 . 
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4. 在 例 生 中 , (了) 求证 pp 俗 是 原点 到 Po 的 切面 的 距离 ; (2) 设 PoGi+ 
了 PoG3 十 PoG3 一 7, 求 Po 的 轨迹 方程 . | 
5， 求 证 平面 8 一 By 一 一 5 与 抛物 面 本 -一 始 -=~s 相 切 , 并 求 切 点 
的 坐标 . 
0 
7， 求 原点 到 曲面 如 =2g 的 切面 的 迄 足 的 轨迹 (各 足 易 面 ),. 
8、 或 过 直线 Z 二 9y 一 35 一 0, 37 一 如 十 6z 一 5 一 0 的 二 次 曲面 223 一 
6s%2? 十 3s2 一 5 风 因 加 是 示 : 利用 平 迎 来 ,] 
“9， 设 椭圆 面 所 + 如 多 + = 的 一 对 垂直 切面 的 交 线 过 定点 《0, 
0, %). 和 
X26 — RD) 十 22Ko3 十 42 一 8 十 (2 一 人 203- 而 2 =0. 
“10.， 求证 从 点 Lxo， gp，20) 到 抛物 面 sz? 十 pp 一 2 所 作 的 切线 , 产生 曲 
面 总 
《qd22 十 Do%2 一 25) (om + byd —220) = (arow + byoyp—2— 20) 1. 


”第 三 节 普遍 二 次 曲面 的 中 心 
3'1 径 平 面 


仿照 普遍 二 次 曲线 ， 我 们 将 曲面 上 任意 二 点 所 联 的 线段 
叫 做 蓄 。 于 是 有 | 本 
定理 普遍 二 次 曲面 一 组 平行 弦 的 中 点 的 轨迹 是 一 平 
面 . 
向 余弦 , 并 取 . 
wz 一 oo 十 ?各 YYot Ht, ssotvt (A) 
作为 以 Polxo，Ye， 20) 为 中 点 , 入 Lv 为 方向 余 获 的 弦 PiPs 
的 方程 、 如 果 PoPi 一 二 PoPa 二 ts， 则 Pop 二 PoPas=0， 即 


十 {一 0, 由 于 PiPs 是 弦 , @ 天 0, 于 是 由 本 章 第 一 节 公式 (5) 
可 得 出 
Alarot faa crn wv) ta Aro Byot fro 2) 
十 2Cczro 二 yn 十 ozo 十 记 ) 一 0. (B) 
在 这 时 入, ,2 是 常数 ， 而 使 (x0，ye, rx0) 变化 ， 则 (A) 表 示 一 
族 平行 弦 , 故 由 4B) 得 诸 弦 中 点 的 轨迹 是 
和 (ez hy+ ord wv) -tahrtoytfe ts) 
tolgr ifytcetuw) 一 0 1) 


aA Pet erYrt Hh Bp i fr)Y + CoN fd Cv) 
十 (At 十 2) -0, (2) 
当 和 jz 不 是 下 面 方程 组 
hipRe i gr: 0, RA f=0, At fwt+eor=0 
的 解 时 , 则 (2) 式 也 就 是 (DD) 式 , 表示 一 平面 ，】 
与 普 记 二 次 曲线 入 直径 相当 , 我 们 有 
定义 平分 普遍 一 次 册 击 的 一 组 平行 芒 的 平面 ， 电 做 以 
该 苞 的 方向 为 共 斩 方 向 询 径 卑 面 ， 
【 例 1 己 短 椭圆 通 . 
站 
eo . p? o> wi 
的 径 乎 而 为 血 十 zl 二 20、 求 对 序 的 共 辆 方向 . 
解 : 以 入 ,jz 为 共 恩 方 河 的 径 平 六 十 


2 十 -个 - ?十 二 2 一 0 与 了 十 my 十 ?2 一 0， 
和 A PP 
Se Brn) 一 


故 所 求 的 共 印 方向 是 of 大 ?62 
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对 于 每 一 个 共 堪 方向 入, v， 有 一 个 径 平 面 和 它 对 应 ， 
由 于 和 4 2 有 雹 烤 安 ， 故 二 次 出 前 的 径 平 面 也 有 汛 数 多 (〈 正 
象 一 次 曲线 的 直径 也 有 因数 儿 一 样 )。 对 于 这 样 无 数 多 的 径 
平面 有 干 面 的 定理 ， 

定理 2 普遍 二 次 曲面 的 所 有 径 平 面 形 成 一 个 平面 族 .， 

【证 】 容易 看 出 , 当 入 ，p, 2 蛮 化 , 但 本 是 下 列 方程 组 

Ahwt gr=0, pAtbut+fr=0, gMtfut+ov=0 
的 解 时 ， 则 各 平 钠 的 方程 (十 表示 一 个 平面 族 ， 且 这 平面 族 经 
”过 以 下 三 个 平面 


[ 瑟 和 =art+hygst+u=0 
豆 -和 =je 十 2 十 产 十 一 0 (3) 
5 ytfy 十 Cz 十 加 二 0 
的 交点 . 了 
定义 〈8) 式 的 交点 叫做 普 禹 二 次 曲面 的 中 心 。 当中 心 
在 曲面 上 《如 它 蚌 奇 措 点 ) 时 ,叫做 项 点 ， 
3. 人 2 中心 


平面 解析 几何 里 , 普 浪 二 次 曲线 在 非 无 轨迹 的 情况 , 它 的 
中 心 就 是 对 称 中心 。 对 于 普遍 二 次 曲面 来 说 , 也 是 这 样 。 下 
面 先 证 明 一 个 判别 定理 ; 

定理 3 普 遗 二 次 曲面 不 是 无 扫 迹 的 情 襄 ， 且 方程 中 一 
次 项 的 系数 都 大 堆 , 则 原点 是 它 的 对 称 中 心 ; 反之 , 如 果 原 点 
是 对 称 中 心 , 则 万 Cz，y, 2) 一 0 所 育 一 次 项 的 系数 都 是 零 . 

【证 】 工 . 如 果 如 (%， 2 2) 二 0 所 有 一 次 项 的 系数 邦 大 
零 , 则 有 
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E03 十 5002 十 cz2 十 2 十 2020 十 2p20 十 CG 一 0. 
在 它 上 面 联 一 点 Polwxe，Yo，20), 即 有 
azet +t b+ont+ 2fyorot 2g9¢0r0-- 2hwoyo + d=0 
或 a(—wo) +b — Yo) Ho(—20) +2f(— yo) (CO—20) 
二 289( 一 ao) (一 ao) 上 92( 一 ao)( 一 加 ) -ta—0. 
于 是 Po( 一 m6， 一 Yo， 一 20) 也 在 这 个 曲面 上 ， 即 原点 是 对 称 中 
心 ， 
号 -如 果 原 点 是 对 称 中 心 ， 设 Po(zo， go, 20) 是 也 (zy, 2) 
=—0 ) 上 的 任 一 点 ; 则 (一 2Z0， 一 Vo， 一 20) 也 必 在 这 曲面 上 , 于 是 
axit by + oss 2fyorot 2g9¢or0 + 2hroyo + 2uzo 
十 222o 十 220z0 十 妈 一 0， 
a(—zo) tb (yo) te(—¢0) +2f( — yo) (一 20) 
二 2g(~—z0) (—wo) +2h( wo) (—yo) 
十 200( 一 00) 十 20( 一 加 ) 十 200( 一 2 十 5 一 0. 
即 中 (zco go zo) + Quvot 2vy0-2wzot d= 人 0, 
$vo, Yo, 0) 一 2uxo 一 2200o 一 222z0 十 全 一 站 
两 式 相 减 , 得 
to 十 Do 十 2020 一 日 (A) 
内 于 (A) 式 除 了 位 于 平面 we 十 vy 十 wz 一 0 上 的 点 适合 外 , 还 
为 zo，g%o, zo 的 元 数组 值 所 适合 ,因此 2% 一 ww 一 0。 客户 (z， 
2 2) 一 0 所 有 一 次 项 的 系数 都 是 零 ， 归 纳 1. 2, 定理 得 证 .]】 
定理 4 普遍 二 次 曲面 不 是 无 轨迹 的 情况 ， 则 中 心 就 是 
它 的 对 称 中 心 ; 反 过 来 , 对 称 中 心 就 是 它 的 中 心 ， 
WE 1. 设 (zo，yo， 20) 是 中 心 , 则 由 (3): 


OF _ OF __ OF 
DD (B) 
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今 以 (zo, yo, zo) 为 新 原点 , 作 举 标 系 的 平移 
了 一 2 十 oo Y=Y'+Wo, $= +Z0, 
于 是 了 wo， 2 %) 一 0 化 成 
ww oY 十 0 十 呈 /8 + ge + 2hr'y 
十 28' (awo hyo-t g20+ 4) + 2y' (hrwot byoT fzot ) 
十 22! (grot fyot czot wt Fvo, Yo, so) 一 0 
其 


-于 : OF : OF 


Oyo Oso 


(wo, ‘Yo, ey 0 (CO) 

由 (B) 知 (C) 所 有 一 次 项 的 系数 都 是 零 ， 从 定理 8 知 新 不 
点 是 对 称 中 心 , 也 即 中心 是 对 称 中 尾 ， 

2. -如果 以 对 称 中 心 (zo, yo, so) 为 新 原点 , 作 坐 标 系 的 平 
移 , 于 是 (wz, y, 2) =0 仍 化 成 (O)， 内 新 原点 是 对 称 中 b， 
(0) 中 所 有 一 次 项 的 系数 都 是 零 ， 即 -52 一 -9 一 -人 一 0， 
故 知 对 称 中 心 是 中 心 ，】 

由 (3) 可 知 二 次 曲面 的 中 心 由 三 个 平面 的 交点 来 确定 . 因 
为 三 平面 共有 八 种 不 同 的 相关 位 置 ( 见 第 三 童 第 六 节 )， 故 普 
亡 二 次 曲面 的 中 心 也 可 分 多 种 情况 来 讨论 ， 设 方程 组 (3) 的 
系数 矩阵 和 增 广 和 矩阵 分 别 是 C 及 4， 妈 


W hh og wm hh gg ww 
a 5 a bo ff ,| 
yg fe yg fe ww 


它们 的 秩 分 别 记 作 Bc 及 Ra 根据 Bc 及 Ri 的 不 同 数值 和 十 
七 类 二 次 曲面 的 标准 方程 ( 见 第 七 章 第 五 节 ) 以 及 它们 的 形 
状 , 可 以 归纳 成 下 表 ， 


pr’, Y, 2) 十 2 RY 
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一 一 一 = 一 一 一 一 一 mr rr ] pe SE 
-方程 组 (3 站 
条 扣 宝江 i 的 情 涡 向 面 的 形状 


非 看 点 | 棋 国 奇 5 实 或 庶 ) 欢 焊 区 


唯 一， 解 | 一 个 中 心 


Rc=3 一 
酒 1 饶 面 (: 兴 或 虚 ) 
一人】 el 秤 6 :条 肖 线 | 非 顶 站 丹 加 并 测 ( 计 或 出 、\ 双 了 曲 村 酒 潭 
下 一 妆 | 民 个 参数 )， HT 中心 | 项 点 | -对 往 交 平 押 ( 下 或 起 ) 


En=l1 cc 衣 -个 于 内 站 顶 点 | 一 寺 相 异 或 虚 平 行 平面 
Ra 一 1 | 他 个 参数 ) | 疝 中 1 二 


于 3 | 一 对 重合 平面 


i ne = rm te 二 记 r， 


”定义 上 吉 中 第 一 -种 情况 称 为 下心 二 次 曲面 ; 第 一 ,第 
三 种 情况 分 别称 为 第 一 类 第 二 类 多 心 型 二 次 曲面 ; 第 四 、 第 
五 种 情况 分 别称 为 第 一 类 、 es 二 次 曲面 。 多 心 型 
种 无 心 型 二 次 曲面 合 称 为 非 中 心 型 二 次 曲面 ， 

【 例 2] en qt2? 十 Do%2 十 022 一 0，wDc 基 0 
的 项 点 是 原点 ， 

【证 ) 由 方程 组 (3) 得 aw 一 0, by 二 0, ez 一 0。 故 中 心 是 
(0, 0, 0)， 且 (0, 0, 0 适合 a 二 by--Fes2==0, 故 是 顶点 ,，】 

【 倒 3] 试 求 二 次 曲面 

wd 十 和 yz -4-22z+ dry 22+4dy—2¢++ad=0 
的 中 心 。 并 判断 此 申 心 是 项 点 时 , 4 的 值 如 何 ? 

解 ， 决 定 中 心 的 方程 是 

w+2ytzt+ l=0, vt2yzt1.-0, wt2y~z—1—0, 
由 后 两 方程 得 | 
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z 十 2”=0，z 十 1 一 0， 
才 有 一 条 直线 的 中 心 . 
中 心 可 以 写作 (5 ， 志 ,一 1, ) 这 里 是 参数 ， 如 果 中 心 
在 曲面 上 , 则 不 论 ; 的 信和 如何,d 一 一 1. 
[ 例 引 ”就 标 面 的 标准 方程 
fw 1，aD 友 0， 
研究 中 心 的 情况 . 
解 ， 此 时 


CD 0 00 0 
C=|[0 5 0|,4=10 8&5 0 01 
.0 0 0 0 0 0 


故 得 Rc 一 2，R4 一 2.。 因此 有 一 条 直线 的 中 心 ， 它 的 方程 是 
ar 一 0, 5y~0， 即 %…0, y 一 0， 这 表示 z 轴 。 又 因 “ 轴 不 在 
柱 面 上 , 故 具 有 不是 顶点 的 电 心 . 

下 述 定 理 说 明 二 次 曲面 的 中 心 对 于 中 心 型 二 次 曲面 的 作 
用 . 

定理 5 如 果 了 (%, y, 为 =0 是 中 心 型 二 次 晶 面 , 则 以 中 
心 为 新 原点 , (rt,，y, ?一 0 化 成 


$Y ) 二 六 一 0. 人 
这 里 
wv ho 
Ta 一 | 天 b&b fl], 《5) 
9 fs 
GE hh 8 全 
h Db 
Ts ee (Gy 
gqg fF oe ww 
Ww VY Ww dQ 
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【证 】 今 以 中 心 (ze， 20， ?0) 为 新 原点 ， 峙 有 
8F _ 858 0 CA) 


F(To, Yo 0) — Tolar hyo geo tw) 
+ yo hrot Dye fyot ©) 
+2o(gto-!- fyoi 6xo 十 2) 
+ Urott cio- waot a 


(mh 各 + 人) 


十 UWU2Z0 十 2 十 20xo 十 也 


| 


= Uro 二 Yo 二 Wzg 症 of, 
于 是 可 得 
PE Y', 2) Uvot vyot wrot d=0. (B) 
将 (A) 和 (B) 看 作 是 zo、 yo ao 的 四 个 三 元 方程 组 ， 因 此 xzo， 
yo，zo 有 人 解 的 充 要 条 件 《 见 附录 第 三 节 ) 是 


hh gy 名 
h b 
o _0, 
yg fo ww 
wo WwW pv, yf, 2)+ad 
以 最 后 一 列 展开 成 两 个 行列 式 , 即 有 
名 yg 0 亿 hk 9 下 
hb 0 及 
了 了 人 yl 
yg fe 0 g Fo wu 
2 vo WwW 由 (2 yy, 2) ww vy w @ 
即 Tsp lt’, y, >) +Ts=0, 
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由 于 了 了 (zw, y, 区 =0 有 了 叭 一 中 心 , 故 Re 一 38, 即 7a 关 0， 放 上 式 
可 化 成 (外 式 . 上 
We 了 (wy, 2) 一 0 表示 二 次 锥 面 的 充 要 条 件 是 
Ta 关 0，T 一 0. 《7) 
【 例 51 确定 ad, 使 2 一 2y? 十 2 一 4vyz 一 8zw 十 dwy -一 14x 一 
4y 十 142 十 d 一 0 表示 一 锥 面 , 且 求 其 顶点 ， 


解 ， 在 此 
1 2--4 
Is=| 2 -2 一 23| :0， 
| 
1 2 一 人 44 一 了 
2 一 2 一 2 —2 
.一 _4.9 1 7 一 54(Q 一 16). 
本 


令 E-16=-0， 即 得 g 一 16， 此 时 己 知 曲 面 表示 锥 面 。 中心 由 
十 28 一 和 铬 一 7 一 0，22 一 2 一 22 一 2 一 0， 一 4z 一 2 十 2 十 了 一 0 
【 例 6] 求证 T7422 一 8y* 一 8z2 一 2gyz 一 8zw 十 8zy 一 162 十 T47 
一 J4z 一 5=0 是 中 心 型 由 面 ， 并 求 它 在 以 中 心 为 新 原点 的 化 
标 系 下 的 方程 
【证 及 解 】 确定 中 心 的 方程 组 (3) 是 
7T2 十 私 一 黎 一 8 一 0，4z -8 一 2 十 7 一 0， 
一 4 一 9 一 8 一 7 一 0， 


由 (5) 及 (6) 得 知 
8 :过 -过 
hE 渤 呈 革 多 和 二 59 中 
Ey 


一 4417 — 


-一 -一 一 一 一 or 一 -一 -一 一 一 一 一 一 一 


7 4 一 4 一 8 


ey 

了 了 一 —9x729, 
1 一 4 -1 -8 -7 
| 


故 中 心 是 唯一 的 ， 解 上 述 方程 组 ,得 人， 1， 一 1), 故 已 短 由 而 
是 中 心 型 明 面 ， 以 和 中心 为 新 原点 , 由 (4) 式 得 新 东 下 的 方程 为 
了 82 By ?B32 Dg — B22 Bw'y -9=0, 


本 题 B83 


i. 求 下 列 曲 面 的 中 心 
(1 14dr2+14y? + 8 —4dys— dzr—Bry--187—18y+5=0, 
《2 222 二 2302- 上 322 一 13sz 十 127V 4227+6y—2z—2=0, 
(3) 5724- 3236721022-d4yz 十 14z7 二 6Gzy-- Sr 一 181 一 10 十 一 0: 
(4) 2 十 轨 十 22 一 292 十 323 一 27z0 一 27 一 4 一 22 二 3 一 0; 
CHB) 23 十 多 9 十 2 一 32 十 2 一 272 一 27 二 217 一 22 一 3 一 0. 
2. 证 明 上 题 员 (1 是 中 心 型 曲面 ， 并 求 它 在 以 中 心 为 新 原点 的 新 系 下 
的 方程 ， 
3. 就 (1) Qaxw? 寺 By 十 62 一 4 《38) az22 直 pp 一 2 研究 中 心 的 情况， 
.求证 EY #2) 二 0 以 直线 二 IY 十 加 2 二 D132 十 2 十 R92 一介 
邮 / 方 向 为 共 思 方向 的 径 平 面 是 
红 人工 也 1 尝 风 
iy a a 
5. 已 知 二 次 而 面 cz? 十 bg2 十 c 经 一 1， 求 证 三 个 坐标 面 是 径 平面 ,县 求 
所 对 应 的 共 恩 方向 . 
6. 了 确定 使 292 十 42 上 27 一 49 十 6z 小 2=-0 表示 一 锥 面 , 县 求 顶点 坐 
标 ， 
*7。 求 P(x, Y, 人 一 0 的 径 平 面 不 奉 在 的 充 要 条 件 。 当 径 平面 不 存在 
时 , 求 所 对 应 的 共 辑 方 疝 ， 
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*8. 设 有 曲面 族人 十 2 一 R? 填 hs (x 十 ny 一 中 二 0， 其 中 A, 凡是 参 
数 ; 情 , 4 是 膏 数 ， 求 由 心 的 轨迹 方程 。 并 说明 它 的 形状 ， 
5 提 苏 ， 利 用 (3) 式 消去 入 和 避 ,] 


第 四 节 ”普遍 二 次 曲面 的 主 方 问 
入:1 主 平面 


在 椭圆 面 的 标准 方程 -二 入 -+ 与 ~1 的 讨论 中 ， 我 们 


知道 出 标 面 是 它 的 对 称 平面 0 现在 为 了 简化 
Fo 2 z) 二 0， 首先 推 求 它 的 对 称 平面 , 因此 我 们 规定 

定义 ”如果 一 个 普遍 二 次 曲面 的 径 平 面 垂 直 于 所 平分 的 
辫 , 则 叫做 主 平 面 . 

定理 1 一 个 二 次 曲面 至 少 有 一 个 确定 的 主 平面 

【证 】 出 本 章 第 三 节 径 平面 方程 (2 可知, 它 与 所 平分 的 
” 艾 垂 直 的 充 要 条 件 是 
二 ou 二 名 -tt 的 = 全 


即 


ha (BA)ptfy=0, (2) 
gut {oo—Ev=0, 

此 是 %，k, yz 的 齐 次 方程 组 , 它 有 非 零 解 的 充 要 条 件 是 

a—k bh gy 


[mopeth 


= (3) 


将 (3) 依 天 的 降 寡 展开 , 得 
3— (gt+bte) tri(0o+catad— fg J)— Is=0 


一 站 1 号 一 


.一 一 一 


或 
khat+b-te) -te(A+BI+O—T-0. . (4) 
这 里 4,， B, C 是 ts 中 力 有 6 的 代数 余子 式 ，(3) 或 (4 叫做 
本 (2 2 2?) 一 0 的 特征 方程 , 它 的 根 叫 特征 根 。， 由 附录 第 四 节 
可 知 ， 特 征 根 均 基 实 根 ， 且 不 能 全 是 零 ( 即 至 少 有 一 个 不 是 
零 )， 
当 五 求 出 后 , 利用 不 是 零 的 和 值 ， 由 (2) 节 可 求 出 和 :有 :7 
的 值 . 因此 主 平面 方程 可 以 写成 
ET HY 十 2 二 LO 村 -2 (5) 
而 和 且 知 道 玉 (x, y, 2?) 一 0 至少 有 一 个 确定 的 主 平面 . 1 
注意 石 (x, y, z) -0 最 多 有 三 个 宇平 面 , 并 且 每 两 个 主 
平面 的 交 线 册 主 轴 ， 玉 (wy, *) 一 0 最 多 有 三 个 主 贺 ， 


信也 主 方 回 


定义 ”对 于 特征 根 &， 由 方程 组 (2 所 确定 的 一 组 和 :iv 
作 分 量 , 所 组 成 的 向 量 , 叫 该 特征 根 所 对 应 的 特征 向 量 , 它 的 
方向 叫 主 方向 . 

{ 例 1]】 求 二 次 朋 面 202 一 2 二 22 一 200 十 23 十 9 一 8z 一 
5=0 的 主 方 向 和 主 平面 


解 特征 方程 是 
-EE -1 1 
二 | 二 0 
在 


特征 根 是 三 =3, k= 一 1, 加 =0. 
由 (2) 得 如 =3 所 对 应 的 主 方向 的 方 身 余 落 和 Ni、 JL1, v1 适 
人 
一 8 一生 十 下 一 0 ~hM~pvi=0, M+ut+y =1. 
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从 上 三 式 解 得 


1 一 号 + 
M7 M6 "VE 
辣 理 ， 由 ks 得 
hs Ka = 0, pa ~ 
_1 _1 
由 ks 得 得 ， =- -有 上 8 一 V3 Ys /a 


ks 所 对 应 的 主 平 面 是 2(z 一 2y+2) 一 1=0; ha 所 对 应 的 
主 平面 是 2(z 一 2z) 一 5 一 
为 方便 起 兄 , 我 们 把 确定 主 方向 的 方程 ( 蔬 写 成 


一 一 一 一 一 一 注 
3 (6) 


下 面 研究 主 方向 的 一 些 性 质 ， 
定理 2 设 关 是 一 个 特征 根 ; 且 和 jz, » 是 它 所 对 应 的 主 
方向 的 方向 余弦 , 则 一 $p Qj, )， 
【证 】 利用 比例 的 性 质 , 由 (6) 得 
2 2 


pt “于 th 总 +r 性 
2 2 Dy PY PE Ey 
P00, 1 v). 1 


定理 3 两 个 不 相等 的 特征 根 所 对 应 的 主 方向 必 垂 直 . 
【证 】 设 Ki 种 ks 是 两 个 不 相等 的 特征 根 ， 且 A Hi V1 
和 入，Ks, 2 分别 是 它们 所 对 应 的 主 方向 的 方向 余弦 , 则 


[ 注 


[ms | 


这 里 仍 用 中 0 局 攻 的 三 个 偏 导数 ,如 果 读 者 没有 学 过 , 就 理解 为 
2 hut gr) ， 一 2 Dy) SS =2(ght nro). 


一 和 


人 一 2K3Xt， 2 — 2k1K1, -2 -2k 


On pi 
i ap 2 
Bs 本 2k oNs, Bj 2konta, Bp2 ovo, 


将 第 一 行 三 个 等 式 的 两 端 分 别 习 以 X%2，jez， ?2; 第 二 行 三 个 等 
式 的 两 端 分 别 乘 以 人 1， 1 1 然后 将 各 行 的 三 个 等 式 相 如 ， 
因而 有 恒等式 


从 而 得 
2 MN t ptts t pay9) ~ Ra NNat frptat Viv2) , 
即 (CE 一 1a)》 (Mhat pupat rva) 一 0， 
但 嫩 关 a， 所 以 和 hs 十 jis 十 22vV4 一 0， 从 而 定理 得 证 .】 
下 面 讨论 主 方向 的 各 种 情形 . 
1. 设 ti 是 单 根 , 则 方 阵 


儿 一 大: 丸 如 
Mi-| hh bh 


9 f+ ck 

的 秩 是 2 《 见 附录 第 四 节 ), 即 至 少 有 一 个 二 阶 行列 式 不 在 零 ， 
于 是 当下 一 如 时 ， 由 方程 组 (2) 到 含 该 行列 式 的 两 个 方程 解 
之 ， 即 得 4a:ma:zd 一 组 解 ， 

2. 设 记 是 二 重 根 , 则 方 阵 Mi 的 秩 是 二 于 是 天 一 大 时 ， 
(2) 化 成 一 式 , 它 有 无 数 解 ， 

3. 设 姑 是 三 重 根 , 则 方 阵 Mi 的 秩 是 0, 于 是 大 一 总 时 ， 
(2) 有 任意 解 . 

总 结 起 来 , 可 以 得 到 . 

工 ， 当 姑 ,ko ks 都 不 相同 时 , 可 以 适当 选取 石 ,， Ks，Ks 的 
足 码 ,使 和， jv Vi; Xa，HMa，p2i 和 s，Ha zs 作为 一 个 右手 直角 


一 站 全 他 一 


溪 标 么 的 泾 个 坐标 办 的 方向 余 苞 . 

2, 当 k= has 时 ， Ng, Hins Ps 是 唯一 确定 的 ， 和 调 上 更 取 
任意 两 全 互相 答 直 的 主 方 癌 , 它们 的 方向 余弦 是 和 xz，HMza vi 和 
X3，hLo，za， 县 与 As，As，2s 作成 一 个 帮手 直 衣 人 殖 标 系 鬼 三 个 
坐标 放 的 方向 余弦 . 

3. 当 hb=k = Es, Mi, Wr, V1; No, Hes Ve 和 Ng, 463, Va 
可 以 任意 选取 ， 可 将 它们 作为 右手 直角 准 标 系 的 三 个 级 标 轴 
的 方向 余弦 . 

【 例 2】 求 二 次 曲面 y+4x%w 十 wy 一 a3 的 证 方向 . 

解 ， 将 已 知 方 程 写 作 2yx 二 2% 十 2zy= 3a2， 它 的 特征 方 


程 是 
-x 于 1 


1 Ek 1 
1 1 一 
即 如 一 8% 一 2~0, 其 特征 根 是 一 1， 一 1,2. 

搓 一 一 一 1 所 对 应 的 主 方 向 的 方向 余 式 适合 一 个 方程 
A% 十 严 二 2 一 0、 取 适合 此 方程 的 两 组 互相 垂直 的 方向 余弦 


一 于 1 
A 


一 0. 


各 n= 13a 一 -有 ,m= 
又 Ke 一 2 所 对 应 的 主 方向 的 方向 你 阔 适 全 

一 20s 汪 Ha 十 ps 一 0，As 一 2 十 3 一 0， 

解 之 得 和 -< =- 方 ，o-- 广 
| Hi 8 

且 13 va | 一 本 


Ns tis Vs 


一 帮 了 3 一 


故 这 三 个 主 方向 形成 右手 系 . 


有 了 Mj 所 确定 的 直角 坐标 系 后 ， 可 以 证 明 下 面 一 


个 重要 定理 . 


定理 和 以 三 个 主 方向 所 建立 的 直角 坐标 系 为 新 从 标 系 


而 作 华 标 轴 的 旋转 , 则 
Pr, Y, 2) = kw Koy ?+ ag? 
【证 } 由 旋转 公式 得 
VMIT YT ve, Y= Nt gy TF va 
2 一 Naw 十 Lay 十 Vaz， 


但 
人 
2 Y Bi Bp 
=2k1 ee v12) 
一 24307 
同 理 ha Ge + 2 FE v2 3 2hkay, 


有 +us ep W A 给- i 


将 此 三 式 分 别 用 %'，y，% Oe 再 利用 
= Nv" 和 22 十 入 a2 Y= Hr May' 十 Mav’, 


& 一 214 二 Voy + par', 


即 得 ”oO Ty Sw oy he) 


(7) 


本 


Ow By 
或 pr, y, 2) 0 | 
【 例 3】 将 例 1 中 二 次 曲面 方程 的 二 次 项 化 为 仅 含 平方 
项 . 
解 ， 由 例 工 知 
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| Ai J V1 
Ms pa vas|~—1, 
Ap La Vs 
故 这 三 个 主 方向 可 形成 右手 直角 坐标 系 的 三 个 单位 癌 量 ， 此 
时 旋转 公式 是 


EN A 4 一 一 20 hg 
网 三 村 2 v3: v6 /3 
zx! 4 ot 
2 一 一 7 二 十 一 和 -一 一 一 - 
ww6 V2 v8 


于 是 
2 -— Dy 4- 228 — 0 


ee 


1 
+ 高- 疙 - 坑 )( 芝 + 
-区 
+( 洛 - 殴 )- 浊 


【例句 将 例 2 中 二 次 曲面 方程 的 二 次 项 变 为 仅 含 平 方 
项 , 且 求 新 系 下 的 方程 . 
解 : 此 时 旋转 公式 是 
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ag A 
v2 v6 v8 


代入 如 12 zy 一 心中 ,得 


—2y » 多 1 oy 2 
二 
~ (二 v6 v3 


A 2 ~f Jl ft ~! 
十 (= 和- 2 yy. 上 一 2 (到 十 -2 十 a 
0 V3 VE ~ 


ed Ee ene TN A 
本 | 3 V6 js) rs) 7 

化 简 得 ; 一 《2 2 十 2z = 202. 

这 表示 旋转 双 叶 双 曲 面 , 且 旋 转轴 是 新 闪 轴 ， 即 =y=z. 


*[ 人 二 5] 求 $lr, yg, 2 三 cr2 十 8092 十 ca 了 Poz+39s2 十 2120 一 0 表 
示 一 对 平面 的 充 要 条 件 ( 参 赴 寻 考题 三 第 3 题 ). 

解 ， 由 定理 3， 经 过 转轴 后 , gm y, ?7 二 0 化 为 

AT 

工 多 (2 护 信 一 0 表示 一 对 重合 平 而 的 充 半 条件 是 加 Ba 三 数 
中 有 两 个 是 零 , 而 第 三 个 不 是 至. 由 (4) 得 知 :，1a 一 及 ip 一 0 对 二 号 十 
C= hka +t kakit-kz 一 0， 所 或 的 充 要 条 件 是 Ts 一 0, 4+B+C=0. 

2. (zy, 39) =0 表示 一 对 不 重合 平 遇 的 充 要 条 件 是 和, ha, Ke 
三 数 中 有 两 个 不 是 零 , 而 第 三 个 是 霉 . 由 公式 (4) 得 知 : = 人 ok:=0， 
A+B+-C= kh Rh-t- kik 0. | 

(1 (zy 二 0 表示 一 对 实 的 平面 的 充 要 条 件 是 : 后 ,2, Ks 三 
数 由 有 两 个 皮 号 ， 第 三 个 是 零 . 所 求 的 充 要 条 件 是 五 =0， 4--B+0 


=0. 


2) BY, YY 2 二 0 表示 一 对 虚 的 平 曾 的 充 要 条 件 是 说 , Ks, ha 三 
数 中 有 次 个 同 号 ， 弟 三 个 是 零 。 所 求 的 充 要 条 件 是 五 = 山 4+8+0 


> 0. 
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习 题 8:44 


i1. 求 下 列 曲 面 的 主 平面 | 
(1) 14r2+1dy?+4-8s3— 4ya--4der--Bry+13r—18y+5=0; 
(2) 272+2017 二 +183—12ys+12ry+22z+6y—27—220; 
(3) xz? 十 tb 十 3 一 2yz 十 227 一 20 一 27 一 49 一 2z 十 3 一 0. 

2， 求 下 列 曲 面 的 主 平面 和 主 方向 ， 并 用 旋转 使 二 次 项 化 为 仅 含 平 方 
项 ， . 
(C1) 2 十 3 十 32 一 2018 一 27 一 2 二 62 二 3 一 0; 
(2) 2zZ3 十 的 十 3 一 bz 一 2 一 0 天 0. 

3 求证 27 一 坊 一 22z? 十 20ys 二 I0zm 一 47gy 二 25 一 20y 十 14s 十 和 =0 表 
示 一 旋转 锥 面 , 并 求 其 项 点 举 标 , 半 顶 角 和 轴 的 方向 . 

4 当 加 一 加 一 和 二 0 时, Fx, 刀 2) 一 0 表示 什么 曲面 ? 

“5， 如 果 特 征 根 ? 是 单 根 ， 则 所 对 应 的 主 方向 的 方向 余 纺 Nt 4*，v* 
将 适合 | 

ArCPEFENY = GE gk) (HhEY, 

这 里 五 , G, 瑟 是 1s 中 了 9,4 的 代数 余子 式 ， 


第 五 节 二 次 曲面 普遍 方程 的 化 简 


我 们 知道 , 在 研究 普遍 二 次 曲线 方程 
ar +2hryt by t+2g95 +-2fy+e=0 

的 化 简 问 题 时 ,首先 要 化 去 交叉 项 2hwy， 同 理 , 关于 研究 普 
遍 二 次 曲面 方程 了 (%w, y, ?) =0 的 化 简 问 题 时 ， 也 要 先 化 去 
三 个 交叉 项 ， 由 第 四 节 定 理 3 可 知 经 过 适当 地 旋转 坐标 轴 即 
可 得 到 . 

设 了 (zw, y, 为 一 0 化 成 

or 十 3 二 2 十 2260 十 20101 1-2we d=0. . (1) 

我 们 分 下 列 几 种 情况 加 以 讨论 ， 
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1. wl 尖 0 下 尖 0，6' 关 0 
将 (1) 配 方 , 得 


a(z+s) i 人 十 df (z +r) 


十 @-. 人 Sa -- 一 一 -= 人 0 
[2 
平移 坐标 轴 , 得 
gw 十 pb'y''2 十 co202 十 ?0 过 0, 
这 里 


(D we0 

《1) ao<0，8ao<<0， cni<0 椭圆 面 
(ii) ao>0，3ao0， co>0 虚 林 圆 面 ; 
(iiiy) pwo<0，5o<0，oro>0 ” 单 叶 双 有 曲面 ; 


人 iv) gw 之 0, 0>0, orno>0 ” 双 叶 双 曲 面 ， 


{2) uo~0 

(i) w', 5', 0' 不 同 号 实 锥 面 ; 
( 计 ) cg， 2 0' 同 号 虚 锥 面 . 
2. a' 关 0, 8'0, 06'~0 

(4) w' 去 0 将 (由 式 配 方 ， 


ao 十 中 +5'(y 十 方 7) 


二 ao 人 (十 到 -到 7) 
平移 坐标 轴 得 
rz03 十 90 十 200020 一 0. 
(i) ae'b'>0 一 椭 加 抛物 面 
(ii) da 一 0 双 曲 抛物 面 ， 
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(8) | 


(4) 


(2) w=0 将 (DD 配方 ,得 


fr\g FN [2 19 
a a ea 
平移 举 标 轴 得 
Ci003 十 5012 十 oo 一 0 (5) 
19 12 
这 里 wd 一 二 一 -57 
(i) 80 天 昌 


at0<0，3Bmo<0O ， 炳 图 柱 面 ; 
oo>0， po>0 虚 梢 图 柱 面 ; 
2 oo>0 poo<0 双 曲 柱 面 。 
(证 》wo=:0 
ob'<<0 一 对 实 相 交 平 面 ; 
42 >0 一 对 虚 相 交 平 面 。 
3. zl 关门 $8'=0, 0'=0 
(GD wx0 将 (配方 ,得 
az 二 5) +2v (y+ er ) 2 =0 
平移 坐标 办 得 
ww tay ow 一 0. (6) 
再 于 4 2 商 鞋 作 坐 标 轴 的 旋转 ,使 wo 十 好 2 一 0 为 新 x" 轴 ， 
于 是 (6) 化 成 
ww 42 YO, 四 
这 里 v0, 它 表 示 扳 物 柱 面 ， 
(2) w' 关 0 同上 . 
《38) v= 二 w'=0 此 时 (化 成 
2 二 2920 十 @ 一 0 
《i) 2 一 wG>0 一 对 实 平行 平面 ; 
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并) ww 一 w'd 一 0 一 对 重合 平面 ; 

Qi) tw 一 wg'Q<0 一 对 虚 平 行 平面 , 

【 例 1] 将 上 节 例 工 的 曲面 化 成 标准 方程 . 

解 ， 用 上 节 例 3 的 旋转 公式 
本 


一 J 

VE V3 
于 是 经 过 旋转 坐标 轴 后 ， el 

3w%'?—y3— 7 ww -所 六 - 一 各 = 0， 

WE ea 
即 (e576) E75) 一 2 
将 原点 平移 到 (5 了 6， 人 0) 即 得 标准 方程 
822 一 wii2 一 2. 

这 表示 双 曲 柱 面 . 


注意 ”关于 中 心 型 曲面 可 以 中 心 为 新 原点 , 先 作 平移 ,化 
去 一 次 项 , 再 作 旋 转 , 消去 三 个 交叉 项 , 

【 例 2]】 化 7z3 一 8 一 822 一 2 一 8s 二 8zy 一 16z -十 1437 一 
14z 一 5 二 0 成 标准 方程 

解 ， 中 心 是 (0，1i， 一 了 ， 作 平移 %=s'， y= 十 1，% 一 
2 一 J， 得 Te? 一 8y" 一 B22 一 20'% 一 8z2'w' 十 82'y' 十 9 一 0， 特征 
方程 是 ia 二 962 一 81 天 一 729 一 0， 人 hs— —9, 
a 一 9， hs 所 对 应 的 主 方向 的 方向 余 致 是 二 有， 5， -二 
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此 可 作为 新 zl 轴 的 方向 余弦 ， 新 or 轴 。 新 y 轴 的 方向 余下 
分 别 取 作 (0, -了 ， 汪 后) 和 (起 ， 一 之 ， 全)， 作 转轴 


-7 i 
; dd 2y" wt 
"i 


得 2 十 2 一 2112 = 卫 ， 这 表示 旋转 单 叶 双 曲 面 。 


习 题 8:5S 

1， 化 下 列 二 次 曲面 的 普 泣 方程 为 标准 方程 : 

(1) 22 二 382 十 3 一 203 一 2 一 2 十 6 十 3 一 0: 
(3) 4%2-L422 上 4az 一 27 一 14y 一 228 十 33 一 0; 
(3) 282 一 202 二 32 一 200 一 Y 一 2 十 3z 一 2 一 0， 

2. 求证 5z3 一 4y2 十 552 十 4y3 一 ]4sr 填 4xy 十 16z 十 l6y 一 32z 十 8 一 D 表 
示 一 对 相交 平面 且 交 线 方 程 是 y=X-3, y=#-+1， 交角 是 
arctg 2V 2. 

3, 求证 922-+-4y2? 荆 4z2 十 Byz 十 12zx 十 J2xgy 十 dz 十 妇 十 10z 十 I 一 0 家 未 


一 抛物 柱 面 , 且 与 母线 午 直 的 平 截 线 是 焦 参 数 为 -37 的 抛物 线 . 


第 六 节 ”普遍 二 次 曲面 的 不 变量 完全 系统 


如 :1 普遍 二 次 曲面 的 不 变量 
在 平面 解析 几何 里 ,普遍 二 次 曲线 
uv 2hry+ by +2gr+2fy+ce=0 (A) 
经 过 坐标 轴 的 平移 
Tt, Y=Y" + Yo, 


得 到 
ow 2hwy oy 42gr +2f'y te =0, (B) 


于 是 


w= 8' =. 


将 (0 中 两 式 相 加 , 得 
ob =g 二 0. 


这 里 w 5 各， 2 分 别 表示 平移 前 后 平方 项 的 系数 ， 


又 人) 经 过 坐标 办 的 旋转 
而 一 和 C00 —Y Sing, y=~2'3in8+y' cosp, 
得 到 
om ov oY + Ig +2fy +0 =0, 
这 时 
teos 2hsin 8 cosd -+b ain?g, 
| b'=asin? 0—2hagin gd coat to coon8g. 
将 4B) 中 两 式 相 加 , 得 


他 十 六 一 CC 十 六 


这 里 总 和 5，P5 分 别 表 示 旋 转 前 后 平方 项 的 系数 ， 


(9) 


(D) 


(BE) 


(F) 


(G) 


由 《D) 与 (GD 可 以 看 出 ， 普 遍 二 次 曲线 (A) 经 过 坐标 变 
换 , 前 后 相应 系数 间 的 基 些 关系 是 不 改变 的 。 对 于 这 些 不 变 


的 关系 , 有 以 下 的 定义 : 


定义 ”普遍 二 次 曲线 (和 A) 经 过 坐标 轴 的 平移 及 旋转 得 到 
(B) 或 4E。， 如 果 了 由 对 应 系数 确定 的 一 个 函数 的 值 不 改变 , 也 


邵 


Pla, 六 0 f, 9, =pla', b', o,f, 9', PE). 


则 这 个 函数 叫做 普遍 二 次 曲线 (A) 关于 坐标 变 搁 的 不 变量 . 


可 以 证 明 下 列 庄 肖 数 
tm hh og 
有 h 
T= 二 9, I |， , fs nn 6 f 
2 fo 
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是 举 标 变换 下 的 不 变量 ， 唱 做 (A) 的 类 本 不 变量 。 还 可 以 证 
明 当 ts 一 za 一 0 时 ， 


二 
:fF #6 g 攻 
是 移 输 下 的 不 变量 ， 叫 做 人 A) 的 半 不 蛮 童 或 杀 件 不 变量 ， 利 
用 了 ,7s、 Ta 和 KK1 可 以 完全 刻 划 出 (A) 所 表示 的 曲线 的 形 
状 以 及 几何 性 质 .， 我 们 说 五 、Is. Ta 和 1 构成 普遍 二 次 央 
线 ( 各 ) 的 不 变量 完全 大 统 、 不 变量 完全 系统 这 个 思想 ， 不 但 
对 研究 平面 上 的 普遍 二 次 曲线 和 空间 的 普遍 二 次 草 面 起 很 大 
作用 , 而 且 在 近代 数学 的 其 它 分 支 里 , 也 常常 利用 它 来 解决 结 
构 问 题 . 因此 , 这 种 思想 在 近代 数学 里 也 是 很 重要 的 ， 
在 空间 解析 几何 里 也 有 类 似 的 定义 ， 
定义 ”普罗 二 次 曲面 
PY, y, 2) ar + by es 2fyz 2g 2hvy 
二 2uw 十 20y 十 22wz 十 d= 二 0 (1) 
经 过 任意 誉 标 变换 ( 移 轴 或 转轴 或 转轴 兼 移 轴 ), 得 到 
F'(w, ¥, 2) a w+ by ez 2f ye 2g 
+2hey 十 2002 +2v'y 二 2802 + a 
-0 (2) 
如 果 ( 力 与 (23) 的 由 对 应 系数 确定 的 一 个 函数 的 值 不 变 , 也 邑 
Pla, 6, 0, f, g, hh, u, v, WwW, A) 
— pa O, 6, Ff', 9 Re, Wy VW 1, oa), 
刚 这 个 函数 叫做 普遍 二 次 曲面 (了 的 不 变量 . 
关于 (1) 的 不 变量 和 有 下列 诸 定理 ， 由 于 这 些 定理 的 证 明 
需要 较 繁 琐 的 计算 , 商 且 对 以 后 不 变量 的 运用 无 关 , 故 在 此 对 
定理 只 作 介 绍 , 不 予 证 明 . 
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定理 1 
6 
T=&+06+o, -| 


和 Ts=— 


是 移 轴 和 转轴 下 的 不 变量 . 
定理 2 


3 了 一 一 


SL 
SS mh 
EE 0 veqh 达 
R&R Se 忌 


是 移 轴 和 转轴 下 的 不 变 基 ， 
定理 8 


VD WwW ow WwW ww 锡 


是 转轴 下 的 不 变量 , 且 当 和 窍 阵 


C 中 8 
A=|h 8 fv 
g fe wv 


的 秩 是 二 时, 五 : 是 移 轴 下 的 不 变量 ; 秩 是 2 时 , Ks 是 移 轴 下 
的 不 变量 . 

定义 ” 九 、72、 Ta 和 工 称 为 普 议 二 次 曲面 F(%, y, 2) =0 
的 基本 不 变量 ,到 1 和 五 。 称 为 条 件 不 变量 或 半 不 变量 . 
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扣 .2 普遍 二 次 曲面 的 不 变量 完全 系统 “ 


利用 基本 不 变量 和 条 件 不 变量 ， 可 以 完全 确定 二 次 其 面 
的 形状 、 有 下 页 的 定理 : 

定理 & 普遍 二 次 曲面 (zw, y, *) =0 所 表示 的 轨迹 可 
用 I、 Ta、 Ta、 了 一 Ks 及 民 y、 民 s 判别 如 下 表 ， 


判别 五 志 | 曲 面 名 称 


| Ks<0 | [11 精 可 面 
了 >0， | Ks>0 | [2] 无 实 轨 这 ( 碰 精 国 面 ) 
IT1-1a>0 i 


rr 


让 Ks=0 | [31 点 (号 锥 面 ) 

Tay0 Ks>0 | [4] 单 叶 双 曲面 
ass0 

加 了 .so| Re<0 | [5] 双 叶 双 曲 而 


Ks 二 0 | [61 二 次 锥 面 
第 一 -类 无 心 型 Zo>0 《或 Es<0) £71 椭 婴 块 物 面 
ls=0, Ks@+0 ya<0 (或 3 守 0) L813 汉 曲 抛物 面 


五 -Ks<0| [9] 椭 欧 柱 面 
第 一 类 多 心 型 | 五 >0 。 |:Ks>0| [103 无 实 轨 迹 ( 蓝 精 罗 柱 面 ) 


1s=0, Ks=0, [11] 上 直线 (一 对 祖 交 虚 平 面 ) 
1a 0 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
让 [12] 双 曲 柱 而 
[13] 一 对 相交 平面 
第 二 类 无 心 型 
Is~0, Kg=0, 噶 4 抛物 柱 面 
Ts=—0, Ryepd) 
第 二 类 多 心 型 [151 一 对 平行 平 南 
了 8 一 0 五 3 一 0， 在 6] 无 实 轨迹 (一 对 平行 虚 平 面 ) 
Ta—0, Ko=0 L17] -~ 对 重合 平面 


一 435 一 


【证 了】 由 表 中 的 判别 标志 推出 本 章 第 五 节 中 的 已 (%, y， 
z) =0 经 过 转轴 后 , 所 得 的 (1) 式 中 的 系数 间 的 关系 ， 
先 证 明 [1]; 由 


-ho op 0 c 0 + | 
0 el! 0 地 0 6! 
= tow ta'b'>0, 
aa 0 0 
了 sz 一 2 一 |0 8 0|=a'b'o'w0, 
0 0 CC 
& 0 0 wl 
Ps 0 6 0 v 
0 0 eo aw 


uw vy wa 


=@b'od— bw coy — obw's 
-wb'o "(4 各 一 ) bw <0; 
TrTa= Ti*7s= (0'+b'+-o) a'b'e'>0. 
根据 I 法 0 和 :了 >>0 可 知 a', 8', 0' 必须 同 号 . 
1. a>0, 8'>0, ce'>0. 
由 长 4 过 0 可 知 各 0 过 0, 帮 有 co<0， bw0 过 0， Oe 
2. a <0, 2 一 0，o 一 0 
由 不 s 过 0 可 知 wo>>0, 上 故 有 atw0 二 0, br 二 0, ero 过 0， 
由 本 章 第 五 节 ( 纪 (可知 : (x, y, 为 =0 表示 椭 贺 面 . 
再 证 明 [14] ， 
由 
Jo=—=12—0'c Foam Tob =0, 1= 1 =00! | 
下 3 一 了 一 下 一 四 0 了 一 六 02 一 CGI — 0b 


a 0 w 
0 cf w 0 6 v 
[ow a w wu a uw vw qd 

= {be'+tow +ob)d— (Bb'+o)w? 
-- {oe) ve (ot0) we0, 

1. wr 一 0, 8'=0, e' 二 0， 则 有 Ks 一 0, 这 不 可 能 . 

2. a 一 0, 58' 关 0, 0' 关 0; 4 天 0, 8' 一 0, 0' 关 0; ww 关 0, 5' 声 
0, co' 一 0, 则 I 天 0,， 这 不 可 能 , 

3. ga' 去 0, 8'=0, ce' 一 0， 此 时 Ks 一 一 ww (03 十 ww) 天 0. 
故 知 23 十 Ww 人 ”天 0， 从 而 知人 如 两 数 中 至 少 有 一 个 非 零 ， 由 
本 章 第 五 节 8(1) 可 知 玉 (%, y, *) 一 0 表示 抛物 柱 面 . 

4. a' 一 0, 5' 天 0, 0 一 0; 4' 二 0, 一 0, oz0 讨 论 同 8. 

其 余 6 种 情况 留 作 练习 ,读者 试 自 行 补 证 ,3 

由 于 这 六 个 不 变量 可 以 完全 确定 普遍 二 次 上 曲面 的 形状 
(但 不 能 确定 位 置 )， 因 此 说 这 六 个 不 变量 组 成 普遍 二 次 曲面 
的 不 实 量 完 全 系统 . 

【 例 二 用 不 变量 判定 本 章 第 五 节 例 2 中 二 次 曲面 的 类 


b’ 0O- vw oo 0 w 


十 |0 ow wl 十 


Ks:=— KS= 


rr 


解 ， 在 此 = 一 9,，J 了 = 一 81,，Js 一 ?29,，Ks 一 1D 一 27 Xx 
8 由 国 ] 知 表示 单 叶 双 曲面 . 

【人 鲍 2】 就 入 的 值 讨论 二 次 曲面 

入 xz2 十 4383 十 922 十 124x 十 6xzX 十 429 十 2 一 2 十 22 十 8 一 0 
的 形状 ， 

解 ， 在 此 

J 二 入 十 和 十 9 二 入 十 13, 
4 6 9 8 六艺 
6 9 | EE | + 4 


-| =18(X—1). 
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2 3 

Is=l2 4 6|=0, 

36 9 

和 

2 4 6 -1 
Ks=I=-|s 6 yg 1| = -250.—1), 

ee 
4 6 -1| 19 3 1 入 2 工 
| 
-1 1 8 |i118 于 洽 


一 2(51X 一 70) . 
设 I=0, 则 和 =1 
4。 当 和 >1 时 , I 六 0, Ts 一 0， Ts>>0 表示 梢 圆 抛物 而 ; 
2， 当 和 < 之 1 时 , TI 天 0，Isa 一 0,， Ta<<0 表示 双 册 抛物 面 ; 
3. 当 和 = 工时 , =0, Is=0, Ja=0, Ks 0 表示 抛物 桩 
面 . 
江 例 3】 就》 的 值 讨论 二 次 曲面 
2 十 [2X2- 上 1 (ye) 一 2(03 二 这 十 3) 一 2X2 一 3 十 工 
的 形状 ， | 
解 ， 在 此 
L143>0, T=4MCA42) >0, Ts=d(h—1) CTD C+), 
Ts=Ka— —4(2N2 3A41) CM —1) 


1 
沁 一 8 了 了 DO-1D2 人 (一 于 )O2+3， 
二 二 三 -82( 一 1D(A 一 豆 ) 2 十 27， 


设 互 ;<:0， 则 和 > 喜 ， A<—1 Ks>0, 则 一 1<X< 到 Ks=0， 则 入 二 

1 
尖 
士 ]， 互 : 


一 438 一 


1. 1s>0, 五 :Ta>0 同 时 成 立 ， 加 入 >1， 入 < 一 二 若 FKs<0，, 而 


入 二 一 1, 和 > 工时 ,表示 搓 圆 面 ， 


2， >0, 五.Ta>0 不 同时 成 立 ， 即 za<0 时 ， 则 -TI<X<JI， 若 


Ks>0, 则 一 1<X< 寺 ,此 时 表示 单 叶 双 曲面 ; 若 卫 <0, 则 可 <%<l， 
表示 双 时 双 曲 面 ; 若 Ke 一 0, 则 = 于， 表示 二 次 锥 面 ， 


3. 一 0, Ks=0, 有 >0, 则 = 士 1 当 ) 一 一 1 时 , 五 ,Ha<<0, 表 


示 栓 圆柱 面 ; 当 和 一 1 时 , 下 4=0, 表示 一 对 相交 虚 平 面 . 


将 上 面 结果 合 并 起 来 再 用 数 轴 表示 , 就 得 到 | 


-~ oo<- ~1 六 1 .十 0 

oy EE 口 一 一 -一 一 一 

一 一 [一 -> -一 : 一 一 [43—--—->[6j]<-[L5]-xL11] < 一 位 ] < 一 一 
习 题 8:6 


- 用 不 变量 判定 下 列 曲直 的 形状 : 


(1 3z2 十 5og3 十 382 二 20z 十 2s7 十 270 一 4 一 8 十 5 一 0; 

(37 2xz2 十 302 十 18z3 一 128z 十 1229 十 22z 十 69g 一 2z 一 2 一 履 
(3) 643 一 18y3--627 士 280 一 9 十 59 一 53 十 2 一 小 

(4) 11492 十 14 十 8zz 十 14z8y 一 6z 一 16y 十 2z 一 2 一 小 

〔 避 2722 一 742 十 222 一 0yz 一 8zX 一 1079 士 6r 十 1220 一 6z 十 5 一 人 


2. 就 抛物 面 的 标准 方程 证 上 明 Ks-1s<0. 


ww 


就 抛物 柱 面 的 标准 方程 证 明 五 于 < 


4. 就 单 叶 双 曲面 的 标准 方程 举例 , 使 


“7 


(D) Ld0, Ts>0; (2) Ta>0, Ti:Ts&0, (3) Je0, 五.T<0. 


， 补 出 定理 和 中 未 证 明 的 15 种 情况 . 
、 就 入 的 值 讨论 下 列 二 次 曲面 的 形状 ; 


(1) Ar? dy?+ 9a2+12yz+6sx+4dryt16r-+16y— 32s+8=0; 
#9) 42 十 ie- 2 Ar DAT+2Y+22+3=0; 
* (3) x2 (+1 YT + Ns — ys+2ry+22+22+4=0, 


。 求 证 (ay 1s= 卫 一 0, 1 大 0 久 4 的 秩 是 2; 


Ch) I2=1s== 了 一 0 他 和 4 的 秩 是 1, 
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第 七 节 化 二 次 曲面 的 普遍 方程 为 归 范 方程 


利用 坐标 变换 可 以 将 二 次 曲面 的 普遍 方程 化 成 标准 方 
程 ， 从 而 便于 研究 它 的 下 何 性 质 . 由 子 曲 面 的 几何 性 质 和 坐 
标 系 的 选择 无 关 , 所 以 它们 必 能 够 与 不 变量 相 联 系 , 同 二 次 曲 
线 的 普遍 方程 一 样 , 不 必 经 过 坐标 变换 , 就 可 以 利用 二 次 曲面 
的 不 变量 完全 系统 , 写 出 它 的 归 范 方程 来 进行 研究 ， 我 们 可 
以 说 个 变量 完全 系统 完全 能 够 表示 出 普遍 二 次 曲面 的 几何 结 
定理 1 中 心 型 二 次 曲面 方程 经 过 华 标 变换 , 可 以 写成 

b+ kr? keg Es 


0. GD 
这 里 如 , hh 和 是 特征 根 ， z 
【证 】 由 本 章 第 五 节 可 知 , 经 过 坐标 变换 后 , 中 心 型 次 
曲面 方程 可 以 写成 
ww bez 2 ug=0 (w'b'e'¥0), 四 {A) 
利用 不 变量 


Ti1=11=Q@' 十 8’ 十 0 


SE MM ee ‘ew -ob' 
0 wl |0 | 


bo 0 


J 0 ce! 


' 0 


全 


~ w'p'e’, 


Se © © 


ER SS 
= 


A 
ODO 


3 qb'e'wo, 


OOOO 
So 
© 

EE oo 


根据 三 次 方程 报 与 系数 的 关系 可 知 , wa,，2， 0' 是 特征 方程 
83 一 Dk? ak — Le=0 


的 三 个 根 . 不 失 普 过 性 ， 可 设 三 个 特征 根 为 和 一 oa ， 如 一 D 


各 一 0 而 且 久 一 上 地， 将 9， 4 分别 写作 站,Y，Z, 则 
(A) 即 化 成 (D 式 .1 : 
定理 2 两 类 无 心 型 二 次 出面 广 各 经 过 从 村 变换 后 可 


分 别 化 成 


hx th +2 Es 四 二 光 0 (2) 
和 有 
ix"+aW -二 Kk, yo. : (8) 
【证 】 由 本 章 第 五 节 可 知 ， 经 过 储 标 变换 后 , 两 关 无 心 型 
二 次 曲面 方程 可 分 别 化 成 
更 oo thoy = C0'0, w'F0) {BB) 
ww 二 2vy 0 (o'rO, v0)., ”0) 
在 (B) 中 利用 不 变量 
Di-—D-atb, Is~—D-ab', Is—J1s—0, 
la 0 0 0 
0b00 
Es=14,= 了 一 0 0 0 i = —0 0 一 一 了 32002， 
0O 0 w 0 


这 时 特征 方程 是 太一 J 十 Jah 一 0。 不 失 普 这 性， 可 设 特征 
根 为 有 =w, 和 一 加 一 0， 于 是 刀 一 土 W 了 * (参看 习题 


8.6 第 2 题 ) 并 将 (B) 中 的 2 29， 2 改 为 至, 工 和 于 是 
(B) 化 成 (2). oY 


和 1 一 


在 (中 中 利用 不 变量 

Ti T=@, T= =0, Is=1 =0, Ks== 0, 
a 0 0 
0 0 v 
0 v 0 
这 时 特征 方程 是 如-- 1 如 ~0。 不 失 普 遍 性 ， 可 设 特征 根 为 
=a, 如一 肌 ~0， 于 是 小 一 士 一 地 2 (参看 习题 8.6 第 3 


题 ) 并 将 (0) 中 的 xw"，y", 2 政 为 访 , 了 ,有 3. 于 是 ( 吕 ) 化 成 
(3). 了 | 

定理 3 两 类 多 心 型 二 次 曲面 方程 经 过 坐标 变换 后 ， 可 
分 别 化 成 


Ko-. Rs 这 — V2 Pe 了 31972， 


局 X2 二 NaP? 二 -全 2 一 0 人 
和 
有 2 二 0。 (5) 
1 


定理 3 的 证 明 与 定理 2 完全 相同 , 留 作 练习 , 读者 试 自行 
补 上 .， 

定义 方程 (1) ~ (5) 叫 做 普遍 二 次 曲面 的 娄 范 方程 ， 

注意 ”五 类 归 范 方程 实际 就 是 本 章 第 三 节 中 利用 中 心 所 
分 成 的 五 类 二 次 曲面 的 方程 

【 例 1 求 二 次 曲面 2 十 纺 十 洛 一 Wz 二 248 一 Xx/ 一 2y 一 2x 十 
2=0 的 归 范 方程 

解 ， 在 此 特征 方程 是 侣 一 6 如 十 9k 一 4=0, 特征 根 是 4, 1 
和 4。 又 Is=4，, ee 故 由 《3 得 归 范 方程 是 : 

F423 一 -4-0 其 -++ = 
这 是 椭 图 面 . 
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{ 例 中 求 二 次 曲面 w3- 8y? 22 十 20 十 2s2 -十 2xzy 一 25 十 
dy 十 2z 二 12 二 0 的 时 范 方 程 ， 

蟹 ， 在 此 特征 方程 是 大 一 5&8 二 和 挑 二 0, 特征 根 是 0, 二 和 
又 了 = 由 1 一 一 8 故 由 (2) 得 归 范 方程 

下 2 十 472 士 2 2 了 -0， 

这 是 椭圆 抛物 曾 ， 

【{ 例 8] 求 二 次 曲 桓 22 二 782 ee 
十 的 十 2 一 6=0 的 归 范 方程 ， 

解 ， 在 此 特征 方程 基 如 一 8&2 一 36k =0， 特 征 概 是 12， 
一 3, 0， 又 了 = 太一 0， 天: 一 144 五 = 一 36, 故 由 (全 得 轨 范 
方程 
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这 是 双 戎 柱 面 ， 
【 例 锯 ”已 知 二 次 曲面 玉 (%w, y, 2) ==0 表示 一 个 抛物 柱 
页, 求 与 母线 垂直 的 平面 所 得 的 平 截 线 ( 抛 物 线 ) 的 焦 参 数 .。 


解 ， 用 归 范 方程 (3) 得 焦 参 数 是 -站 一 二 二， 为 了 
用 不 变量 表 未 各， 此 时 如 一雄 0， 则 生 一 匡 ， 即 得 集 参 数 是 


-~ 一 0 有 即 二 2 三 3 一 37 一 4 


1 /- Es 
FTY 天 
【 例 避 “在 双 昌 抛物 商 - 系 一 - 疙 一 到 中, 如果 a 一 5 则 


称 为 等 轴 双 曲 扫 物 面 。 求 书 人 1 %) =0 表 示 等 轴 双 此 抛物 
面 的 充 要 条 件 ， 


解 ， 由 假设 ， 近 -一 区 -- 32 表示 等 轴 双 曲 抛 物 面 的 充 


要 条 件 是 五 = 二 一 声 -0， 册 于 万 (z, y, 坟 =0 表 示 双 曲 
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抛物 面 的 充 要 条 件 是 T=0, 五 <0 (或 下;3>0)。， 因此 了 玉 (z， 
y, ?) 二 0 表示 等 轴 双 曲 抛 物 面 的 充 要 条 件 是 I1=0, 1s=0， 
J 一 0 {或 人 Es 记 0). 
“【 例 61 求 二 次 曲面 
af 十 203) 十 有 (2 十 2s0) 二 cfke2 十 2xt =1 (abc+0) 
的 归 汇 方程 , 并 推 求 它 表示 旋转 曲面 的 充 要 条 件 ， 


解 ， 在 此 
T=4+b+e, 
I2=be+cat+ab—a—b?— oc2 
一 一 到 [@@ 一 9?+ (一 0)2+ (一 芒 习 ， 
了 3 一 3apce 一 0 一 访 3 一 C3 一 六 7 了 = 一 了 3， 
特征 方程 是 


—Tk+tTR— Tla=0 PB C+I2) CED) =0. 
]。4 基 bb, bb 天 0， 0a; Ud 二 0 竺 C; 也 一 2 关 G 0 一 4 壬 如 
Co 人 1 关中 此 时 I<0, 了 i:12 于 0， We 
ki,a= MI, k= 
归 范 方程 是 
有 1 六 ?十 82 了 2 二 有 3 号 3 一 工 《re 
《i >) 五 >0， 此 时 总 >0 下, 瑟 拓 0,， 表示 单 叶 双 曲面 ， 
《让 ) :I<0， 此 时 高 <D, ht 如 <0, 表示 双 叶 双 曲 面 . 
(2) ==0. 此 时 Es=1,=0, Ks=a2++6+4+ be—ca—ab=— 1, 
归 范 方程 是 
| KX ko 7?=1, 
但 训 %o<0, 故 表示 双 曲 柱 面 ， 
2. a=b=6e 
此 时 五 和 0, 7 一 0 Ja 二 0, 特征 根 是 三 = 卫 , Ro=Ks==0, 又 到 一 一 tq 十 
b+6) 二 一 五 ; 归 范 方程 是 五 22 一 工 . 
(1) 五 >0， 基 a>0, 表示 一 对 实 平行 平面 , 
《3) <0， 即 4<0, 表示 一 对 虚 平 行 平 面 。 
另 一 方面 从 原 方程 也 可 以 得 到 
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人 


就 %>0 或 4a<0 分 别 表 示 一 对 实 的 或 虚 的 平行 平面 。 
3. 当 4 co 时 ,已 知 方程 化 成 
xr? 2y#=0, 
这 表示 洋 锥 面 ， 同 理 , 当 pc 或 >co 时 的 情况 与 此 个 同 ， 
最 后 研究 已 知 曲面 表示 旋转 曲面 竟 充 要 条 件 ， 根据 它 的 规范 方程 
只 须 就 41( 了 DD 的 迟 帝 加 以 讨论 即 可 ， 由 方程 (*) ,得 
已 知 曲 面 表示 旋转 曲面 总 右 =ka 或 所 一 
I=—1 
ee 
beFteatub=0 
下 面 研 究 旋 转 曲 面 的 形状 . 
如 果 取 如 二 VV 一 T2144b+6, 二 一 MV 一 I ‘ =— (a+b + cy), 
一， 十 是 (0 化 成 


1 
3272? 
0 4 十 十 G- 


这 表示 旋转 单 叶 驳 曲 面 或 旋转 观 叶 鸡 赐 面 , 要 祖 据 五 =4+B 汪 >0 或 
五 <<0 而 定 . 

如 果 取 太 =M 一 一 a+b+e) ho= 一 Vji=~(4tb+0), Kw~ 
zi 于 是 4#) 化 成 

2 YI F232—= i 
gtb+o” 

这 表示 旋转 双 时 邓 曲 面 或 旋转 单 叶 双 曲面 , 要 根据 1>0 或 五 <0 而 定 ， 

关于 特征 根 的 其 它 沁 种 情况 与 此 完全 相同 ,这 里 不 作 讨论 了 。 


习 题 已.7 
TI， 求 下 列 普遍 二 次 曲面 的 规范 方程 ， 
CQ) 11y?+14ys+8art+14ry—67—16yt2s—2= 
(2) 69%2 一 18yz 一 6zz 二 228 一 9 十 5 一 5 十 2 一 0; 
(3) 36x2 二 42 十 22 一 49%2 一 I2zz 二 242zy 十 47 十 16y 一 26z 一 3 一 0， 
(4) 322 一 2402 十 822 十 10yz 一 I0zz 一 14xzg 十 22z 士 22 一 4=0; 
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《5) 9z2 十 32 十 22 一 20z 十 6zr 一 6xy 二 18z 一 6oy 十 Bz 一 7 一 0. 


2. 已 知 普遍 二 次 曲面 Fo 4, =0 表示 椭圆 柱 面 , 求 与 尽 线 下 让 的 
平面 所 得 平 截 线 的 面 各 . 
3. 已 知 普遍 二 次 曲面 (X,Y, #) 二 0 表示 一 对 相交 平面 , 求 所 成 的 锐 
衣 ， 
4。 已 知 普遍 二 次 曲面 F(zx, y, z) =0 表示 一 对 平行 平面 , 求 其 距离 . 
5， 求证 32- 上 by 十 028? 一 9beys 一 2cazr 一 24bxy ==-1 表示 一 个 单 叶 双 
曲面, 且 两 个 实 半 轴 的 长 度 平方 和 等 二 它 的 虞 半 轴 的 长 度 的 平方 。 
“6 讨论 二 次 曲面 
GZ 二 232 十 202 十 2az) + ol + 2x) 一 324 一 207y 一 2t0z 十 1 一 0 
本 章 提 要 
i， 直 线 和 普遍 二 次 曲面 的 相关 位 置 
〈1) 割 线 , 切线 , 离线 ; (2) 渐 近 线 ; 〈3) 母线 。 
2 平面 和 普遍 二 次 曲面 的 相关 位 置 
(1) 平 截 线 是 二 次 曲线 ; 。 (3) 六 行 平 截 线 是 同 卉 二 次 曲线 ; 
《3) 切面 和 法 线 . 
3， 普 遍 二 次 曲面 的 几何 性 质 
《1 切面 和 法 线 ; (2》 径 平面 、 主 平面 和 主轴 ; 《3)》 中心. 
人 4: 普遍 二 次 曲面 的 中 心 
4 儿 何 性 质 ; (2》 用 于 分 类 . 
《i 》 中 心 型 二 次 曲面 : 椭圆 面 ( 实 或 虚 )， 单 叶 双 则 面 ， 双 吐 双 曲 
季 , 锥 面 ( 实 或 庶 ) 共 六 类 . 


《 坟 》 第 一 类 无 心 型 二 次 曲面 ， 椭 圆 抛物 面 ,， 双 曲 扳 物 面 共 两 类 . 
(证 》 第 二 类 无 心 型 二 次 曲面 ， 抛 物 林 面 , 仅 一 类 ， 
《iv) 第 一 类 多 心 昏 二 次 曲面 ， 椭 圆柱 面 ( 实 或 庶 ), 双 曲 柱 面 ， 一 


对 相交 平面 ( 实 或 虚 ) 共 五 类 . 


三 类 


《VY 》 第 一 类 多 心 型 二 次 曲面 ， 一 对 平行 平面 ( 相 异 、 重合 或 诬 ) 共 
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后 、 主 方向 

(1) 求法 ” 先 求 特征 根 和 Ws， ka: 

(i) 万， ji 不 同 , 三 个 主 方向 确定 ; 

《过 ) jt, Ka, Kg 中 有 两 个 相同 ,两 个 主 方向 不 确定 ,但 第 三 个 确定 ; 

Gj》 加 ,Ks, Kg 三 个 相同 , 二 个 主 方向 均 不 确定 . 

(3) 特性 ”用 以 确定 新 坐标 泵 的 方向 , 使 $Cz, 多 人 0 化 成 仅 含 平方 
项 ， 

6， 主 平面 “至 少 有 一 个 ， 最 多 有 三 个 ， 这 是 由 非 零 特征 根 及 对 应 
主 方 向 来 确定 的 . 

?， 化 普遍 方程 成 十 七 类 标准 方程 ”由 新 系 关 于 旧 系 的 位 置 可 以 
得 到 二 次 曲面 的 确切 位 置 . 

8. 普遍 二 次 曲面 不 变量 完 全 系统 ”由 四 个 基本 不 变量 和 两 个 共 
件 外 变量 组 成 。 利用 它们 可 及 完全 确定 曲面 的 形状 ， 但 不 能 确定 曲面 
的 位 置 . 

9. 化 普遍 方程 为 五 类 时 范 方程 ”由 不 变量 表示 ， 可 以 研究 曲面 的 
几何 性 质 ， 记 就 是 说 ， 和 普遍 二 次 曲面 不 变 服 完全 系统 可 以 完全 确定 其 
结构 。 


复 习题 八 


1. 求 平面 s+ mytnz 一 p~0 与 椭 贺 面 每 十 -全 十 每 1 相交 的 充 


要 杂 件 . 

2、 求 证 352 二 5y? 填 322 一 2yz 十 22% 一 2xy 二 2x 十 12y 十 10z 十 20 一 0 有 唯 
一 中 心 , 并 以 此 中 心 为 新 原点 作 移 轴 , 求 新 系 下 的 曲面 方程 ， 

3. 求证 习题 3.3 第 1 题 (3) 有 一 条 直线 的 中 心 , 并 以 此 直线 上 任 一 点 
为 新 原点 作 移 轴 , 求 新 系 下 的 方程 ， 

季 ， 先 证 二 次 曲面 282? 十 妇 一 sz 二 48 一 327 一 42y 二 20 十 2y 一 4z 一 4 二 0 
有 唯一 的 中 心 , 且 与 原点 最 近 , 试 确定 的 值 ， 

右 。 设 202 一 妇 二 72z3 二 698 十 122x 十 47Yy 一 24y 一 82 十 QQ=0 表示 锥 面 ， 
沁 遇 的 值 , 并 求 项 点 的 坐标 ， 再 迹 亡 是 旋转 曲面 ， 且 求 旋 转轴 的 方 
程 ， 


10. 


11. 


12, 


13. 


14. 
工 5 


设 和 是 参数 , 求 二 次 曲面 族 

T2440 二 6a? 寺 322 二 22y 十 和 CX 十 2y 十 3z 一 4) 二 0 
的 中 心 的 轨迹 . 
已 知 二 次 曲面 族 妇 十 妇 一 经 二 2247 十 2 一 347 一 288 十 2cs 一 0( 其 
市 入 ,此 是 和 参数: 4, Bb.r 足 常 数 ) 分 别 妆 其 在 下 列 条 件 下 的 中 心 筑 
迹 : 上 当 》, 外 插 伍 党 化 时 ; 《a) 当 A 二 变化 使 已 知 曲 面 天 示 锥 


， 求 下 列 二 次 向 画 的 主 平 面 : 


《] ) 3z2 二 982 十 323 一 2031.230--279y 十 220-HTI2254110zT20 一 0; 

《3) 522 十 36 十 1032 十 33 十 1427-679 一 8 一 18y 一 10z 十 4 一 0， 

《3) Ty ys 十 2ax 一 32 一 27 上 2 一 2z 一 3 一 0 

化 下 列 二 次 曲面 普遍 方 种 为 标准 方程， 

(1) B03- 3+ bys—6r+6y.-27—2—0; 

(3) A472—y sy Bry+82—2=0; 

《3) 26r?+20y°+10s— dyz—16:t— 30zy +527~— 36y—162+25 
=0; 

(4) 272? 一 7402.1322 一 TI0zys 一 8zz 一 102y 十 6 十 T2y 一 6z4.5 一 0 

用 不 变量 判别 直列 二 次 曲面 的 类 型 ,并 求 它 们 的 归 范 形式 ， 

(1) 2x2 十 552 一 2 十 292 十 625 十 22 一 22 十 67 工 2z 一 0 

(2) S732—y+2 tdsrt dryd2r+dy i 06:8=0; 

(3) 3z2 十 2 二 3222 十 2903 一 270 -4r 一 2 一 0: 

(4) A 6y1-22--5=0, 


+ 阁 气 =1I 的 体积 是 < 本 apc 如 果 普 遍 二 次 曲 
闸 F(x, gy, 一 0 表示 椭圆 面 , 六 人 人 
就 入 讨论 过 次 曲面 
Jy 4222rt4+2ry+ 2y+1=0., 
就 丸 和 点 讨 论 二 次 曲面 
Mr ty Ta 2 dr dry—12r— by 641=0. 
确定 a, 使 曲面 4x?j-2yz- 浅 3=0 是 一 个 旋转 曲面 , 且 求 其 旋转 轴 . 


设 入 尖 4， 求 计 
ACT TY +t) 十 24z 十 227 二 229 十 及 -0 
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16, 


17. 


"18. 


*I9 . 


"20. 


表示 一 个 旋转 曲面 ， 它 的 流转 轴 是 x 一 y 一 zs。 并 就 入 和 上 讨论 曲 
面 的 形状 , 
求证 两 个 二 次 曲面 

(oT + bY +- e127? T+ (dom + bay 二 az + (GaT + bay t+ ea)? =1, 


《QZ 十 Get + F328) ?+ (Birt Boy -t 038)2 + COIw + Gady + C52)? = 


必 为 同型 . 
议 虽 十 b3 十 c3 一 3apc ,求证 
ad22 十 Do 十 cz2 二 297z 十 20358 十 2c28 十 2 十 30 十 2207 十 台 一 0 

表示 一 个 抛物 柱 面 或 一 个 双 曲 抛物 面 . 

(4 求证 九 个 条 件 确 定 一 个 二 次 则 面 (2) 已 知 一 个 二 次 曲线 , 求 

证 四 个 条 件 确 定 过 此 曲线 的 二 次 曲面 ; 〈3) 已 知 二 次 曲线 =0,， 

z=0, 求证 过 此 曲线 的 二 次 曲面 族 可 以 写 为 
Biaartoytesta}™=0, 

这 里 a, b, c, 4 是 参数 . 

过 原点 0 的 任意 三 条 两 两 垂直 的 直线 与 一 个 二 次 曲面 交 于 也 

P; 0 ;RR'. 求证 


PP’? QO7 RE? 
(DD Gpr0p? + O00 + ORT OR 


和 
间 1 1 
2) PO0F + 00.00 + ROF 


均 是 常数 、[ 提 示 ; 利用 本 章 第 一 节 的 (4) 式 .] 

由 二 次 曲面 上 的 一 定点 0 作 任 意 三 条 两 两 珀 直 的 直线 交 昌 面 于 
了, ,只 三 点 。 求证 平面 P8R 与 曲面 0 点 处 的 法 线 交 于 一 定 
点 , 【提示 : 以 定点 0 为 原点 .] 


思考 题 八 


， 当 F(X, y, 2) =0 的 特征 根 思 = 训 才 fea 时 ， 根 据 本 章 第 四 节 由 加 


所 确定 的 主 方向 的 三 个 方程 化 成 一 个 ， 证 明 这 个 式 子 表示 而 所 
对 应 的 主 方向 与 加 所 对 应 的 主 方向 互相 垂直 . 


?2 串 设 二 次 出面 Pr, 加 Han by ct 2fyz + ga 十 Dhry =1 
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3. 
4. 
5, 


有 有 三 个 主 方向 ， 且 它们 的 方向 余弦 分 别 是 和 po v=1, 3, 3), 
站 证 
(1 FAAahs+t onedat hiivovs = 0 
(2) 了 XIA + GM + Trivot's = 人 0, 
这 里 如. G、 互 是 五 中 方 纪 天 的 代数 余子 式 ， 从 而 推 证 过 三 个 华 
标 轴 及 三 条 主轴 的 锥 面 方程 是 
yz(agH— hd) tr hhF— fH)4ry( fg =0. 
研究 Frz, y, z) 一 0 表示 旋转 曲面 的 各 种 情况 . 
研究 Fr, 纺 2) 一 0 表示 实 的 直 纹 曲面 的 充 要 条 件 ， 
已 知 两 个 普遍 二 次 曲面 中 =0 和 性; 二 0. 
C1) 求证 它们 的 交点 在 一 个 四 次 代数 曲线 上 ; 
《2) 求证 过 它们 的 交点 的 二 次 曲面 族 方程 可 以 写作 和 51 十 A283 
~0, 这 里 )a、) 是 参数 ; 
《3) 求证 过 它们 的 交点 一 般 可 作 到 个 二 次 锥 面 。， 


附录 有 关 代 数 的 一 些 知识 


第 一 节 行 列 式 
:1 二 阶 和 三 阶 行列 式 


1 Ua 
ibi ba 


定义 2 一 一 01bs — 420b1, 


U1 {te Hg 
C1 C1 Ca 
= 102c3 + G2bac1 + asb1ic2— aibscy ~— tt2b1cs — Gaboe1, 


1: 守 各 阶 行列 式 
关于 高 阶 行列 式 的 定义 有 多 种 ， 这 里 不 作 介 绍 ， 它 的 计算 方法 见 
下 面 第 1.3 和 和 1. 和 两 段 ， 为 方便 起 见 ,我 们 将 % 阶 行列 式 写作 
A Hl rr Hl '"" Win 


Wol Hag Gay Wan 


本 
Gnl Cra ng ”人 nm 


这 里 sw 是 在 第 行 ,第 5 列 的 元 素 , De 中 共有 他 个 元 索 。 


1.3 代数 余子 式 


如 果 将 Ds 中 的 第 i 行 .第 j 列 的 所 有 元 案 都 去 掉 , 所 余 的 (x 一 1)? 
个 元 罕 ( 保 持原 位 置 ) 所 成 的 (4 一 1) 阶 行列 式 乘 以 《一 2) 叫做 D 中 
元 宗 wu 的 代数 余子 式 ， 记 作 4, 即 


和 


| 22 Cos-14 Wa,s+1 Uon 
和 A;= (~ ll 名 -19 A Wilt ln 

atl tla itd,dl AT 和 工人 

dn En2 tp, g—1 Cn s+1 Un 
关于 代数 余子 式 有 下 列 性 质 . 


工 、G4i 十 2 人 十 … 十 Gin 人 or 一 了 
ali41 十 Goda 十 十 Qnr 一 
23, dandy todyat: tindyn 二 0 
Ql Gardast tndny = 0 
3. mr= 好 这 里 


《2 5 一 | 2, yp 他 7) 公关 四 。 


a 


1 年 高 阶 行列 式 的 计算 


利用 代数 余子 式 的 性 质 1 ， 可 以 将 高 阶 行列 式 降 到 二 - 阶 或 三 阶 来 
计算 它 的 数值 ， 例 如 4 阶 行列 式 Ds 用 第 三 列 计算 , 则 有 
Ds= 013419 十 G08 A 十 ts9 有 4ag 十 Tass, 
这 里 41s、4s、43a、4us 都 是 三 阶 行列 式 。 又 如 五 阶 行列 式 可 先 降 到 5 
个 四 阶 行 列 式 的 代数 和 再 计算 每 一 个 四 阶 行列 式 ， 有 时 先 利用 行列 
式 的 性 质 使 行列 式 的 元 索 中 多 出 现 一 些 夫 再 利用 代数 余子 式 降 阶 , 则 
计算 更 为 简便 、 


第 二 节 ”和 抵 阵 
人 2,1 和 矩阵 和 方 阵 
将 mm 个 数 排列 成 w 行列 , 用 双 直 线 或 圆 括 弧 或 方 括 弧 括 起 来 ， 


一 帮 52 一 


Ul Ci “Cdn W111 2 ”Cn 
ed (A 
a Tm2 “°° Umn ‘Umi 人 rr *** Gm 
: 1 G12 *** Win 
或 Sw U22 “gen 
Gmi m2 Gmn 


当 w=w 时 ,叫做 方 件 ， 

按照 矩阵 符号 的 外 形 来 看 ， 它 和 行列 式 很 相似 , 但 是 ,必须 分 清 矩 
阵 和 行列 式 这 两 个 概念 的 含义 是 完全 不 同 的 .行列 式 表示 一 个 代数 
式 , 而 矩阵 仅仅 是 某 些 数 排列 成 的 表格 . 


乙 ' 了 2 方 阵 的 行列 式 


将 一 个 “和 阶 方 阵 的 元 素 〈 位 置 不 变 》 做 成 一 个 行列 式 叫做 这 个 方 阵 
的 行列 式 ， 


2'3 和 矩阵 的 子 行列 式 


在 矩阵 下 中， 任意 选 出 天 个 行 和 不 个 列 (这 里 4<m, n 两 数 中 较 
小 者 )》， 则 位 于 这 扰 行 和 上 列 的 交点 上 的 元 素 所 构成 的 天 阶 行列 式 叫做 
起 阵 型 的 匹 阶 子 行列 式 。 


例如 在 矩阵 
ar Dec 中 
M= | bs ca 4 
as ps cs ds 


中 取 无 =3， 则 可 作成 四 个 三 阶 子 行列 式 


b aa Cd G1 Cl Al 
=ibs cs dal, d=|as 0 Wl, 
bs cg Aa a3 cs ds 
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ui by As 1 bi C1 
dj 一 Uz D2 Co 机 j== Ua go vz|。 
Uy bg Ry U3 C3 Ca 
安生 ”和 矩阵 的 秩 


在 一 个 矩阵 中 如 果 所 有 ++] 阶 子 行列 式 都 是 零 , 且 至 少 有 一 个 7 
阶 子 行列 式 闲 是 零 , 则 说 矩阵 的 秩 是 *， 如 果 抵 阵 的 元 素 都 是 车 ， 则 称 
矩阵 的 铁 是 零 ， 

例如 在 矩阵 


2 
3 
3 4 
了 
2 
3 


i 


[和 


|*0， 故 开 的 秩 是 2， 


都 是 等 ， 但 二 阶 子 行列 式 | 3 


第 三 节 线性 方程 组 


号 了 估 元 天 个 线性 方程 组 
在 方程 组 
Ga91 十 1302 十 十 GinXn 一声: 


Q2dZ1 十 42272 于 … 十 Gan2o = Oa 


Dr ek De we 一 Do 


中 , 如 果 系数 行列 式 
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| Co1 Qa2 Can 0 
nl Una (Tnn 
则 有 唯一 解 . 
解法 公式 { 克 莱 姆 (Cramer) 公 式 ] 为 : 
bl dq …。 GTn ad41 b1 
ba deo {on Wal ba 
mn oe nn 已 。 
说 一 PCrn2 本 位 a= Yn1 
adl A12 ai 
Gol {22 bs 
- 6 
IT 一 nl 7 名 
式 中 4 为 系数 行列 式 。 


3. ”线性 方程 组 有 解 的 判定 定理 
定理 1 如 果 线 性 方程 组 


anT1 十 CloZa 十 十 Clnfn = 1 
aol171 十 Gaota 二 十 Conon 一 Da 


PT TETETITTEE TE 


GmlT1 + Gm2Ta 二 mnt = br» 


的 邓 数 矩阵 和 增 广 算 阵 分 别 是 
i to Ain 11 
C [eal (oo {on 和 A= {ol 
CnT CGm2 Se Cm dnl 


ans 


C1n 
an, 
{Tan 
站 $$ 
”in 21 
am ba 
{mn Dr 


则 方程 组 有 解 的 充 要 条 件 是 C 与 4 的 秩 相等 ， 如 有 果 它 们 的 秩 是 +， 则 


解 含 有 #* 一 ? 个 参数 . 
定理 23 线性 方程 组 
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bb 
C31X1 十 G22T2 + lr dan = 0 


PP 


CnaX1 十 Cn272 十 十 4nnLTn 1 An = 0 


有 解 的 充 要 条 件 是 
U1 W192 CITn 
CQ2T U22 G2n| 0D 
nl Un2 Gnn 


3' 人 3 章 次 线性 方程 组 
定理 3 齐 次 线性 方程 组 


iAT1 (diory 十 …， 十 inTn DD 
92d24 十 42229 十 十 Gentzn 一 人 


Cnl21 十 cr2zo 十 … 十 Qnrn2n 二 0 
有 唯一 零 解 的 充 要 条 件 是 系数 行列 式 不 等 于 零 、《 有 非 零 解 的 充 机 条 
件 是 系数 行列 式 等 于 零 .) 
定理 4 齐 次 线性 方程 组 
ad124 十 Cl273 十 :十 0dnn = 0 
GoiT1 + Coma t+ onTn 一 0 


GantZIL 十 Gora02 十 … 十 Con2n 一 他 
有 非 学 解 的 充 权 条件 是 它 的 系数 和 矩阵 的 秩 小 于 m， 
定 班 了 5 齐 次 线 人 性 方程 组 
03121 十 G1973 十 … 十 Gln7n 一 个 
CQ2181 十 0aa72 十 …- 二 GanTn 一 个 


0Qr_1174 TF An12To + “+ 1nTn =0 


的 系数 乱 阵 的 秩 是 ”一 一 4， 则 它 的 解 是 


了 1 —WMs De 
这 里 放 , 表示 在 系数 矩阵 中 划 去 第 1 列 t=1,23…, 多 后 所 得 到 的 % 一 1 
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阶 子 行列 式 . 


4d401 十 aa 二 Casa 一 站 
特例 1 
biz1+ bra+t+ bara =0 
Qt tz a 
且 | 9” ”| 的 秩 是 2 时 , 则 有 
1 2 8 
2 
2 | Gs a dl Q2|" 
bs ba bs b] bl bs 


第 四 节 特征 方程 
定义 ”以 为 未 知 数 的 方程 


411 一 龙 012 .ee Kin 
G21 Ga 一 下 dan | :0 (sy》 
: tn1 ng Cnn 一 才 
电 特 古方 程 , 它 的 很 吗 桂 在 息 . 


定理 1 如 果 ay 一 ay, 则 特征 根 都 是 实 根 , 且 不 能 都 是 零 . 
定理 特征 根 是 重 根 的 判定 定理 设 太 是 (*) 的 一 个 特征 根 , 县 
方 阵 - 


和 


» U1 ys 
Unga ann — RE* ; 
的 秩 分 别 是 0, 4，…, n 一 1 时 ， 则 hk* 将 分 别 是 1 重 根 , 4 一 1 重 根 ,…， 
二 重 根 , 单 根 。 反 过 来 也 成 立 ， 
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习题 工 -下 开 . 均 是 石竹 系 ， 38，GD 在 9% 面 : C0, 2, 1 和 《0 一 3 
0);， 在 红 面 《一 3, 0, 1) 和 (2, 0, 0); 在 zy 面 ; 《一 3, 2 0) 和 (2， 
一 3, 0); (3) 在 f+ 轴 《一 也 0; 0) 和 (C3, 山 0); 在 yg 提 : (0, 名 从 和 
C0， 一 3, 0); 在 > 轴 : 《0, 0, J) 和 C0, 0, 0).。 全,，(《1) 关于 三 个 坐标 
面 ，(3, 2,， 一 1),《 一 3， 一 2， 一 1),《 一 3, 2, 1); 《2) 关于 三 条 坐标 轴 : 
《—3, 一 2, 1),，(3, 2, 1),，(3, 一 2, 一 1); 《3) 关于 原点 : (3, 一 2, 1)， 
6. (1) 第 II 卦 限 ， 《2) 第 开封 限 ， 6. (cl) 在 第 IL IL, VIiI, V1IIL 
卦 限 ; (2) 第 了 1, JV, VY, VI 封 限 (3) 第 I,IV, VI, VI1 卦 限 ; 
《4) 第 II, III, V, YiII 封 限 ; (5) 第 I, III，V，VII 卦 限 ; 《6) 第 
ID IV, VI, VIlL 封 限 ，。 4) (0, 4, 0); (2) (0, 4, 3); (3) (5, 


0, 0); (4) (0, 0, 3); (5) (5, 4, 0); (6) (5, 4, 3); (7) (0, 2, H) 


(8)(5., 0, 2) C0) (£, 2,0); 0 (5,2,3). 8, P(YFs, 0 
0)， za(0, V0 0)， eT 0), Pifo， 二 0 550， 0, + 有, 


怒 . 用 例 5 所 建立 的 坐标 系 ， 得 轨迹 方程 是 4= 土 克 , 是 比例 常数 . 
18. 用 例 7 所 建立 的 坐标 系 ， 得 轨迹 方程 是 z? 工 2 一 12z25 大 是 比例 常 
数 . 14. (1) 立 标 人 相同 ，(2) 横 标 和 立 标 分 别 相 同 . 

15. (1) V (e204 yy (2) yonl, 


习题 1.8 4. (五, 1 3)， 65，(1) 4 为 直角 的 直角 寺 角 形 ; (3) 4 为 
钝 角 的 钝 角 三 角形 ; 3) 锐角 三 角形 ， 9. 用 第 一 章 第 一 节 例 2 所 建立 
的 坐标 系 ，(1) 平方 和 是 常数 外 的 轨 述 方程 是 中 二 好 十 训 一 天 (本 一 
2u?); (3) 平方 差 是 常数 马 的 轨迹 方程 是 4az 一 土 玉 ， 


-一夫 吕 BB -一 


习题 1.3 3， 人 了 了 下 四 下 了 

5 5 5 
J 3. eh 4. 45。 或 135。 五 (1)， 
(4), 6. (2),(4), 7. P(3, 3 了 , 3)，y=60"，S$. +z 四: 1, 0， 
0 一 zt 轴 ， 一 Il， 0 0， 余 略 .。 9 (1) os 有 一 二 工时， 与 + 轴 平 行 ; 
cosB 一 一 1 时， 与 一 y 轴 平行 ; (3) 位 于 zz 面 内 ， 各. 前 半空 间 . 
cosw>0, 后 半空 间 , cosa<0; 余 略 。 和 ,第 1 封 限 内 ; cosa>0, cosB 
>0 cos y>0, 余 略 . 


习题 1.4 141.75°30' 或 104°30' 8. 1， 一 1 2，4. 内 角 为 arccos =, 


工 
.arec cos 一 


3 are cos A 、 
de 计 二 区 
习题 1.5 工 《3 于 0, 2 去 (和 8， 1 可 ) 和 (35， ~ 针 ，33). 
2. 3:—2. 8. (3,2, -2), 4, (D 1, (9 -2 

复 习题 一 
1. (1) I, IY, VIY, VIIT; (2) 11, I11, VY, VIIT (3) L, IIL, V1, 
VII (4) IT IV, V, VIT， 5. 重心 坐标 人 
3) 中 线 长 ~ 于 VBCGITB5TG5 一 了 Tbc6a-a5), 9. (1) 右 半 


空间 不 含 zz 面 ; (2) 左 半空 间 合 sz 面 ; 〈3) 十 zx 轴 不 含 原点 ; (外 一 z 四 
含 原点 ; (5) 三 个 坐标 面 和 三 个 平面 +=1, gr 二 sm 所 围 的 立方 体 
的 内 部 ， 但 不 含 这 六 个 平面 ; (6) 三 个 坐标 面 和 三 个 平面 Zl, y 一 1, 
?一 1 所 图 的 立方 体 的 内 部 ， 且 含 这 六 个 平面 10. + 一 y+s~a, 
it. 用 第 一 章 第 二 节 例 2 所 建立 的 坐标 系 得 轨迹 方程 (1 一 信 ) (22 十 扩 
+2) 一 2az( 二 以 ) 填 a2(1 一 以 ) 二 0, 这 里 |PA|;|P4'| x (是 常数 )， 


| a 9 中 8 
贡 ，3(Z2 十 好 十 好) 一 27 记 (x2 TY a) — 2 
re ?= 一 T™ 


一 0.。 各， 以 三 相 邻 面 为 坐标 面 而 建立 坐标 系 , 是 常数 ,得 轨迹 方程 
个 十 护 十 2 于 如 和 定点 C0, 0, 0); 定 面 为 zy 面 ; 比例 常数 7%, 得 轨迹 


方程 加 4y 红 一 攻 (2s 一 了 S35) 一- . 巧 . 定点 (a, 0, 0); 定 直 
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线 为 z 轴 ; 比例 常数 入 ,得 轨迹 方程 (一 A2) (x 一 a/(1 一 22))? 寺 (I 一 A2)y3 
aA? 好 p 6 i190 
+2= ss. 16. a pe 0 17. (2, 3, 8) 或 (0 
49” 49/ E NV 十 组 士民 十 VV 十 统 十 吉 7 
二 从 十 如 十 和 入 十 琉 十 玉 Y2 和 TT sv 十 训 2 


A C—O 
VY 十 地 十 舍 十 W 字 二 梳 十 2 各 十 钥 十 仅 十 好 于 纹 填 如 


人 MV wTY Ha 条 一 W WHY wo AIT YE 1 W tty ya 
的 
VY 妈 十 绑 十 如 一 Y 入 十 纹 十 脸 ”VY 并 十 组 二 强 一 MV n+ 闪 + 舍 ? 


/a pr 

/TTY a1— VM m+YTtat go cosB cosy cosa 

/3. 0, r,s) 
MV 人 十 组 十 码 一 人 媒 十 凶 十 帮 snw” snaw” sinB 


cosy, cosa tospB 
sinB’ sny’ Siny 


请 六 a 


第 二 章 
习题 3.1 %. (1) 04=Bi, OF-FA, = 入, OD=BC, OB-0D, 
OF =Di, (W064 -0D,04= -BO,0P= -08,08=- 0,00 = 
一 0O 产 ,00 二 一 D 访 。 8. (志平 行 四 边 形 有 生 对 ; (2) 正六 边 形 有 6 对 ; 
(3) 等 边 三 角形 不 能 作 . 5. (DO%=AP,0O2N=BB,0N-0B, MN= 
0B, NL = AC, LN=BA, (2) OP= -PA4, ON= — EB, ON=—PC, 
NN=—BO, Ni= -04,bN=— 4. 


习题 3'% 1， 船 速 一 了 CVY 百 十 VB) 海 里 /时 ,水 速 = 久 (VE 一 V 卫 ) 


海里 /时 ， ”多 ， 另 一 力 长 度 为 Vlal; 方向 与 a 成 交角 135°, 其 中 
是 已 知 力 ， 8. 凌 形 ， 8. (1) a 与 5 同 向 (2) a 与 bp 反 向 且 ia| 
>|5|; (3) a 与 b 反 向 且 |a]<j5j，。 10， 首尾 祖 衔 接 成 一 个 四 边 
形 . 

习题 32.8 1. a. 38. (1) 44d,=p, dd 一 pa Asds=g, Asds = 
—p, AsAs=— (p+ 9q), Aed1= 一 9，(2) 不 可 能 . 妆 ， 和 和 是 a2+4-90 十 
b, 差 是 2 一 a8 十 603， (I) a, 6b 反问; (23) a, 6 同 向 且 la| > [51; 
(3) m, 5 辣 向 各 al <1b|. 

习题 2.4 2. 了 8. (1) Ai2=p- 生 j= 拖 ， 而 一 gp 
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一 一 一 一 二 一 
474s= 号 一 P， .4546= 一 香 ， AoAi~p—g; (2)A14s= —gq, AsdAs=p+ 


9, AsA,—p+2g, MAs=q, AsAds= —p—q, AsA1= —p—2q. 18. 

' -二 -全 划一 下 一 > 1 
AFB+C). 14、 蓄 -后 ,了 -于 (2B 一 4)， 奋 六 = 于 (4 一 4B). 
站 . AL' = AB cAd). | 


习题 2.5 1. a, b, c 共 线 ; ad, 2 共 线 ; d, €, f, 9 共 面 . 2. 是 ， 
3. 否 ， 4. 不 共 线 ; 共 面 。 5. |]AB)==|0D).. 6. k=+1，。 如 . 共 
面 . _ pn E 
”习题 3. 和 6 23. 在 图 2-13 中 OP~ATB+CO, AL=B+C-—A4A, BMU=C 
+A—B,ON~A+B-C, 4. (VD B=~0-B,04=A-C,AB-B 


—AA; (2) AU' 计 (B+C—24), BB'= 寺 (GC +4 一 28), 0- 六 (4+ 


I 


B--2C); (3) OG= F(A4+B+O); (4)F4= 圭 (B4C 一 4)， B=- 十 


(C+A-B), RO'=3(A+B-C), 7. 9102+00 ,其中 ap、 家 
示 三 条 边 。 8， 5 汪 人 0 一 04，a 边 所 对 傍 心 。 10. 二 (44 一 D)= 
可 经- 号- 昌 ， 

习题 3-? 1. at6={5, 7, 9}, a—b—{—3, ~3, —3}, ig+ub= 
人 +d, 2A+ 6, 3M+60}, Ma—rb=— {41, 2—5m, 3A—6u}. 2, 
B= {a1to Ge 十 co 3+ C9}, 9. 设 a={ar, aa b={01, 89}, 则 (名 
式 化 成 wps=0G 一 1 2); 设 a= {a1 may a9}, 5 一 {01, ba 53}， 则 ! 
《3) 式 化 成 iamb 一 0 二 4, 2, 3); 设 A4= {a 099}, B= {D1 09} ,C= 
{er co}， 则 (3) 式 化 成 ie: 十 mp 二 ae 一 0 3); 设 有 = {a aa qa} 
B= {01, 02, 53}, C= {ct oo 03}, 则 (3) 式 化 成 Ya 十 mB4 十 nes 二 00 一 1， 
2, 3). 和 设 r 一 {at， a}, {004,89}; 则 (6) 式 化 成 ze 十 rp 上 mc, 一 
Ot=1, 3); 设 wz 一 {at， Go， 3} ,11， 52，53}, 由 (6) 式 化 成 Zo 十 15， 
+Hc=00=1, 2, 3); 设 44=f{a1, 2}, B= {61, bo}, OC~ {el, co}, D= 
{42}, 则 (C7) 式 化 成 pas 十 qb 十 fe 二 30 一 0G 一 1, 3); 设 所 = Ta ms， 
#3}, B= {401, b, ba}, C= {01, ez ca}, D= {a1, G2, Ga}, 则 《7) 式 化 成 
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4 -ja 3 


put 90t+ ?et sd;=0 GG=1, 2, 3). 了 . 


0 ={e, | 7 a 


3 


3 一 
夹 角 的 余弦 。 6. (1)a 一 士 吉 《3) 8 一 V17+6V 3， 
3725Q2-222 人 233 + mu tv) ub 
2V CDa? + mb? + imab) (wat+ rb? Ft uvab)" 
"1b1 + qha +aab Ab ttob» -taD 
11. (1) LH 3, (0) S12 33， 
2 Vb?4-03+b3 ai rat os 
(toDt (at oat (a+ba)cs, (dy 二 bct 二 (Ga 十 ba)c2 十 (qa+ba)ea 
Voitct+os ”Voto (otba) tatba)s 


8. arcoos 


习题 9.9 1， (1) 2， (2) 号 。 2. (2) 与 9.5 均 重 直 的 单位 向 


量 nm", a, b, 经 ” 成 右手 系 ; 《3) 2 | 五 . 8. (1) qxXb; <2) 2i; 
《3) —3(bxe); 4) stm Xe)+stala xd)+stib Xe) +statb Xd). 


4 (TD 全 (1 一 44) (2) ain*, 这 里 包 mw n° 成 右手 系 . 5. 0，6. a 


i 了 
U1 da Wa 
:i 
V (qba— eb) + (G301— a153) 1+ (a1ba— gob1)? 
i } kk 
(2 | pp ml 9. VI547, 10. —20.25i—15.5j—25.23k, 
A Ha v9 


11, |ps—ar| Maaba—asb0a) + Casbr— arb3) + Cab —azb1)?, 下. 绝 
对 值 表示 人 A4BC 的 面积 . 

习题 3-10 1 (D1; (2. 2. (1 (a,b,); (3) (a, c, 5)， 
3. 士 27. 5. (1) 右手 系 ; (2》 左 手 系 ; (3) 共 面 . 6. 0. 
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GT 2 Qs 


、 AS 站 

a 

bi1—a1, ba—d2, O34- Hs ee 
1 
1 


8，| = 一 ob， -a ca-0, 或 者 | 1|=0, 
1 2 C3 
Qi—di, aa 一 Ga da3—dual 的: 
1 3 3 
(eb) ax 人 Bxa 
32. b= ee 研 十 | 
baR1 — DK, 如 1 下 3 一 ttok 了 
"12 1, Rd 2 9 
a 1 ct 一 col 3 dbs — ob YY 2 a 9 
+ OOO 得 ， _+_. 四 
8 十 风 全 区 本)] hr Motab), 
复 习题 二 


1. D6-2(B- A), OD =2B8-34A, OB=B-24A. 2. A CAB+ 
We), BB -#0 2286),00 -#18246). 4. 4 ~ (~ 
Met to— Hest vy— ri) es (2 ;=1, 2, 3, 4;1 寺 四， 6, 首尾 衔接 
成 一 个 封闭 四 边 形 ，?， 三 角形 重心 ， 多 边 形 平均 中 心 。 8. (1)s=1 
时 ,平行 局 向 ; e= 一 1 时 ,平行 反 向 ; (2) 和 >1 或 和 < 一 1 时 &, 了 b 同 向 ; 
一 ] < 和 < 时 q, 避 反 向 9. (1) 4+C=Bi+D; (2) A+C=B1iD, 
IC—AI=[D-B|; (3) A+C=B+D,|C—A}-=|D-B|,|B-A|= 


IC--B|， 如 0. 工 ,M,N 分 别 是 各 边 中 点 。 雹 . arecos 了 VT.， 


了 
14. (DD) ~3; @ -7 二 .VPRTODTFE MM. (1) 70; 
i i 3 
G1 a [ea] 
(2) 一 126， 20， arceos 二。 跑 ， b1 ba bs 
5 a Us 03|2 Qa wi1li? Ql dz|2* 
Ds Da bs D1 Da ba 


30， 取 对 楼 两 两 垂直 的 四 面体 04BC，、 设 O88=a, OB8=b, OG=c, 又 

设 b'c=cig=a'b 一 kk， 则 BO, pOA, kA4B 首尾 衔接 成 一 三 角形 ， 
思考 题 二 

1， 设 三 顶点 位 置 向 量 是 4，B，C; 又 三 边 垂 线 上 向量 是 zx， ob， tw, 则 
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(AB) (CA) ,p(B-0).(4-B) 
一 vA-BY * 

(CC—A):(B-—C0) 
Ww BO 


Are。 人 


'(C—A) 
有 《有 一 C) (4A—B) 
到 (CT 十 人 D0. AH) 9 
一 工 (C— 4):(B-C) 
-t+ 
第 三 章 


习题 3.1 1. (1) i. (PiTITR=0, sl1=0. (2) J. (pTHITR) 
=0, y~—1=—0; (3) k. CP—itj+R)=0, s—1=0, . 2. (DN)(i+RY.(P 
ITitR)=0, yt+2—2=0; (9) (KtD(P—ITITR) =0, 2+4—2=» 
0; (3) G+D :PititR) =0, z+y—2=0. 8. (1) z=1, 与 z 轴 
垂直 ; (2) y 一 1 与 9 轴 垂 直 ; (3) z=1, 与 z 轴 垂 直 ; (4) z=0, ys 面 ; 

(5) 4 一 0 #7 面 ， (6) z==0, wy 面 。 4. (1) yt+s=1, 与 yz 面 垂 喜 ; 
(2) ?十 Z 一 1 与 5 面 垂直 ; (3) x 十 y=1, 与 xy 面 垂直; (4) y14-s=0， 
过 工 轴 ; (5) z 十 X==0, 过 9 轴 ; (6) x+y=0, 过 = 轴 ， 日 (1) (i+J 
+ .P=i (2) (i+j+k):P=0. 6. (1) z= 土 1 与 zx 轴 垂 直 ; 
(2) z 土 y=0, 过 2 轴 ; (3) xx 十 zy 一 0, 过 z 轴 ; x 十 z= 二 0, 过 4 轴 ; Po 
2y 一 22 一 0 和 27--3y+6z 二 0， 均 过 原点 YY， 过 定点 ( 争 , 每 ,让 ). 

8. 过 定点 (0， 0， 到)， 其 中 n=|N|. 9. (oi+b7) :P+a=0, 

10. (amD .P+ad=0. | 

习题 3.23 下. 《了 与 wy 面 垂直 ; (2) 过 z 轴 ; (3) 与 yz 面 垂直 ; (4) 在 
三 坐标 轴 上 的 截 距 均 是 (5) 过 原点 ; (6》z 一 I=0 和 ?一 2 一 0 均 与 
z 轴 年 直 . 28， (4) 在 平面 表示 与 > 轴 垂 直 的 直线 ; 在 空间 表示 与 和 轴 
垂直 的 平面 ; (2) 在 平面 表示 直线 ; 在 空间 表示 与 xy 面 垂直 的 平面 。 
3838. (1) 无 常数 项 ; 〈3) 缺 对 应 变数 ; (3) 缺 对 应 变数 且 无 常数 项 ; 
(4) 缺 两 个 对 应 变数 ; (5) 仅 含 一 个 变数 且 无 常数 项 ， 4. x2y 二 34 
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ey 点 (也 1, 豆 ) 在 平面 上 ， 5, (Di P—z0, xz 一 za (2) 《eof 一 go 了 


‘P=o, go 一 3 一 人. 6. (Py— PI)'(P—P)=0 和 (P2—P):(P— 
Ps) =0, 9, DD(d1 oo ds) 是 三 足 ， 石 下 一 五) 一 0， 友 (2 一 三 ) 士 
Ga(g 一 Go) 十 (2 一 个 ) 一 0。 8. 《pi 十 加 了 十 2a 天 ) (PP—A)=0, b1(2~ 
a) 十 (9 一 92) 十 Da 人 2 一 09) 一 9， 9. (P~P1, Ba~Py, 9)=0, 但 全 次 
(Po 一 Pi).。 ”0. 设 e 为 已 知 平面 法 线 上 的 一 个 向 量 ， 化 为 9 题 。 
lil. 设 a 和 记分 别 为 两 条 法 线 上 的 向 量 , 化 为 例 2. 
Rn 2 9 8 1 
取 . [yy oo bo|=0, ly =0, 18. (2) gz 一 g 一 2。 
za ya 22 11. 


Zé&2g Wy bs 
Xa Ya 23 11. 


习题 8.3 1，(1) 法 线 式 为 一 外 二 人 一 < 一 0， 在 第 IV 卦 限 ; (2) 法 


线 式 为 各 一 党 一 一 0, 在 第 械 卦 限 ; (3) 法 线 式 为 二 等-0, 在 氏 
面 内 第 II 《4) 法 线 式 为 宇 生 ~0, 在 各 面 内 第 IY 封 限 ; 


(5) Zz—2=0,i 2. (1) roos 竺 yoos 守 e008- 生 一 5~0， Zz— 


VBy+2+10=0; (2) ++ 0, —3x+4y+12z=0, 


4. 不 同 。 $5. 0, me Po>0, Bl 0 Bm 
6. (CP, x Pat+ Px P+P, X P,). P- (PPPD) _ P pi 
BlP x PtP x Prt PxP,l 人 


一 《ar2 2 
(PPaPa) <0,e=—1, ¥. C+ to + 0 


VaiTb re 
ee 
| 
了 可 TT po bp” 十- 
To er 


习题 8.4 1，+3, -4; 两 侧 ， 3. 和 < 一 二 . BB. +02r=0, 


6. 37°+8y? + 35 ~ 36y2—242r+12zy— 8r—12y+24# 十 4=0， 7 了 . 高 
为 3。 8. xz 十 24% 士 3 一 9 一 0 或 y 一 2 一 0. 
习题 3.5 2. k= 土 1. 8. (1) 8 一 1 (2) k=1. 4. (1) k=0, ws 
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过 原点 (2D 下 <0， vi， 5 在 原点 两 侧 ; (3) 8--3，m 与 ws 重合 ; 

《4) 0<k<3, i 与 zy 鬼 在 原点 同 侧 ， 且 x1 离 原 点 较 远 ，(5) 有 > 8 
zr1 与 ms 均 在 原点 同 侧 , 且 rs 离 康 湿 较 远 ， (1) 252+17g 十 62z 一 
73~0 位 于 镜 角 区 城内 ， 2) 十 36y 一 10 一 156 一 0 位 于 镜 角 区 域内 . 


8. arecos 下 了， zcosa tycosB+scony— -p= D、 9. dq, de, ds 


成 等 差 数列 . 
习题 3.6 4，(1D 二 棱柱 ; (3》 平面 束 ; 3) 三 面 角 顶 点 是 (I, 2, 3); 
(4) 二 平面 平行 不 重合 ; 《5) 人 : 面 与 之 相交 ， 8， 吧 十 
b+co+2abe1. 8. (I) a7 (2) a 7, be3, (3) a=7, b 半 3. 
4，(]) a 一 b 一 c 有 时, 重合; (2) a 二 b, b 夫 6， ee ee ey C3) b= 
ca 或 c 一 qb 或 4 一 b 生 c 时 ,两 平 面 重合 ,第 三 面 与 之 相交 .，5. (1) 
a=b 一 c 半 0 时 ，(i) 8 六 时 ,三 平行 平面 ，(ii) b=a 时 ， 表示 一 个 平 


i 一 大) (Ek—b 
面 ; (23) a 类 b, b 生 c, c 生 4 时 , 三面 角 的 顶点 是 [关门 ， 


aie CB—A) Ea) We ee 
(一 DB 一 cj =| (3) ob 中 c 时，(i) ka 大 0 或 一 


5 于 0 时 ,为 平面 束 ，Gi) 二 a=0 或 k=c=0 时 , 两 半 面 重合 , 第 三 面 
与 之 相交 ; 《ii a 一 0, c 半 0, k 生 0 或 4 天 0，c 一 0, 和 0 时 ， 为 两 平行 
平面 , 第 三 面 与 之 相交 ; (iv) 于 4, 4 站 0 或 有 k 壮 c, 5 于 0 时 ， 为 三 棱柱 ; 
(4) b=c 交 9 时 , 同 (3); (5) ec 一 xD 时 , 同 (3)， 

习题 8.9. 1. Tx-yte—18=0, 8. Tryt2s~18=0, 8. (1) w+ 
y+2—2=0; (2) 2r+3y4+4s—4=0 4. (DD) By—6e=4 (2 s+3r 


Tw Y§ & 0 
ey 儿 1 We > 
=4; (3) 5z+y=8, bb. 上 二 0 或 [yo mm 工 |z 
T2 3 9 四 
ys za 1 
Ta Ys Z3 1 
Xl 旭 1 TX1 Yi 1 
一 | 站] 各 .1 他 十 Ta Y2 1 z=0. 6. GZ 一 2o) + by--yo) 十 
Ta 829 1 Ty YY3 1 


cl 一 20) 一 0 或 a':(P 一 Po 一 0, 8. 2x+6yt+3s—3=0, 
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Ca Us os QA A 人 Hi Wy G4 
9 ba bs bs MI 一 bs ba ba Va bi bo hs wa=0 等 等 ， 
ica Ce Gs | os C3 0 Ci ft Ca 
复习 题 三 
1, (ly mm:P=0. (2) (Dj+ck) :P+o=0, (8) (bj+oR) :P=0; (4) 
3 ev 3 aM 3 ev3 . 
天 . 卫 十 口 一 个. 2. -可 -|#j， 9 3 ,5 | k>0, 8=l1; %<0, 
es:=-—1. 3. z+y++z#= 土 V 3p. 4. Po(— 
atbitV2ac atbtv26e 
一 3d ) —a 
_~YVasd dlai+bi\V 5. (i 
条) hada tb Vo) «0. OD (ais 
一 好 一 多 一 可 COS 己 
A 
a+b+e” zi) Sree 0 Ttosat+bcosd+ccosy 
—dcosB —Qdcasy 


ns 从 
qcosat+ boospBt+eoosy” a no) ont boos Et 


ceosy 寺 0; (3) 同 (3), 但 cosy= 土 VI 一 cos7a 一 cos? 有 18， 


1. (和 2 re Te) 0 . (+C- 
入 十 太 十 ”外 二 失 十 pp” 义士 囊 十 2 a 3 “二 


天 Pi1 土 Pa 加 
VBTBTO，0, 0), a 和 0 等 .9 (2 0， 0)， cosoa 填 
cos as 关 0 等 ， 让 人) (alGs -QsdDr+ (bd — bs) y+ (cda—cod1) ?=0 
或 dew 一 dua=0; (2) 《aazo 十 Dagyo 十 caso 十 22724 一 (GdZ6 二 BDIige 十 clze 十 
Qua= 0 (3) (asg + bb cao)u— (a +bw to) =0.. lB. 表 面 
积 为 4V3a?, 体积 为 年 cg。 好 除 第 二 平面 外 ， 其 余 四 平 而 有 一 公 
共 点 (号 ， 二 5). 19. z+4—24s=0, 20. 已 知 scosa+yrosB 
+t2cosy 一 1 一 00i=1, 9) 得 XC 一 ycosaTy(l x)cosB+ta(l—%)cosy 
一 pi 十 pz 一 0 (是 比例 常数 )， 技 ， 已 知 wcosmrt+gcosB; 十 2 0087 一 
姑 一 0 人 一 1，3) 得 (cosm 一 万 cos cg) 十 yloos Bi— Ecospo) 十 2400S ?一 
1 4 

E i 一 ph we | 一 一 一 一 一 i 一 
cos72) 一 所 十 tps 一 0。 网. 平面 。 0 ss | 、 史 P 
Poi+mN?+pNItpaN, 加，(D) d=<0, dh < adds <0 
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{3) lao 十 六 yo 十 Cr2n 十 CQ) auto + byet css0 +d) <00(=1, 2, 3); 
3) atoa=0, dt =0, did=0, (4) Dmr0t b+ ei20) ++ 
d=0G=1, 2, 3) 0, 和 + 和 N=0. 


思考 题 三 
mt h 9 
3. 设 口 = hn 5 f 用 44， B, 0 表示 4， b,c 的 代数 余子 式 ， 
ge 


(1) $B(z, y, *) 一 0 表示 一 对 重合 平面 的 充 要 条 件 是 4=B8=0=D=0; 
(3) 由 Yy, 2) 二 0 表示 一 对 实 的 相交 平面 的 充 要 条 件 是 4+B+C< 
0, D~=0; (3) p(x, y, 人 一 0 表示 一 对 庚 的 相交 平面 的 充 要 条 件 是 
丸 十 吾 十 C>0 D=0; 《和 由 y, #) 一 0 表示 一 对 实 的 相交 平面 ， 交 


角 是 9, 则 旭 9= 二 2 一 (人 10 

第 章 
习题 4:1 1 23 一 2, 5S~{2, 3, -2}, 2. 2+- 
(3) Z 一 了 2 (4) r=y=2, Bb, (1) z=1+t, y=—7t, 


1 0 0 
8 一 —2—19t, (2) z=1—#, y=2+43t, s~—I1+5t. 7. (1) P~P1+ 
tCPa—P1), P=Ps+itP.— Py); (2) (Ps—Pi) x (Pi—P,)=0, 
《3》 Pa—Pi): (Pi—P)=0. 8B. z=3—6t, y= —1+18t, z= ~—5+ 
85_ 9. T= 一 了 十 4t y=12—4t, 2 一 5 一 2 10. a=B=p=9=1, 


Lt 
i123. ao'+B8'+1=0, 19. (0, oo 一 了 zu， mm 下 m)， (一 训 如， 0, 
1 
am 一 全 go)， (mm 一 二 zw 一 全 50， 0°). 14. (—Z1, —¥i1, —21), (29— 
ris 20—Y1, 20— 821), 
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2 | axo 二 by C2 十 @ 
lacosatbeosB+ccosy |" 


习题 4.2 .1， 距 离 等 于 6. 


Tm | ort byr tosntd i 
3. yg 十 ?十 9 a omicen |、 4. GZ 十 B+c 0 GD 十 4 


+4=0。 5 交点 为 (0, 5, 4)， 交角 为 arcsin 5 VI05. 6. Pi+ 


G2—m°:P Ma FE me Potd 
ee — . = 上 一 一 一 一 一 一 
m. CP —P {Pa Pi1), 7? rm {Pot+tey) + 所 mb 
8. arccos 下 i are sin mi 等 , 9. arosin [S| 等 ; - 

[mT 等 [ml 学 [sl 等 


S.-i 
习题 和 :3 和，(1I) 重合 ; 〈3) 相交， 交点 (3, 一 1, 多。 务 .% 二 mm， 
[nCBs— BD) —m YY E01) + [yy) 一 ?es 一 acD3(y 一 Bl) 
Lm on) ~1CBa 一 B1)]Cz 一 1) 二 0。 8. 龙 二 2， 交点 为 (3, 4, 0), 平 
面 方程 为 2 一 yz 一 2=0.。 4. (pi1—pa) (B1— Ba) =(q1—g2) (ad 一 oo). 
6. 《qt 十 aa， b1+bs, c1tca), (bi1C2— bocD)Y 十 《cla3 一 Caod)9 十 《alp3 一 
asb1)s=0. ?7. VPI—CPo.S')Y, Po— (Po: 5°)5, 
1 axrot+ biyo cso Tadr arot bovyo tcozo tAdy 
All + bum + cn fal 十 五 992 con 
x (galt+bam+t em)+0. 由 《1，2，3): -10. 1TzT35 一 7 十 6 一 0， 
7z-Hg 一 到 7 一 0 SE, 1. es, se, 2. 


. (P, k, KXS) —0, (PpP—P,, S$, kxS)=0, Tt 


习题 4.4 41. 2 一 和; P， P 一 忆 十 雹 , 其 中 Po 二 {zo, go, 
0}, S={09, b,c}, 2. Lo) +m(y—b)+ns mo) =0 m:(P—A) 
=0, 其 中 和 一世 加 对 A4={4, 5, cj， 8. 
P~A+iS, 其 中 A={a, b, 6}, S 一 所 m, nn}, .Cbicy—boct) (za) 
十 (cida— cad) (yb) + (obs— bs—0) =0 m(P—A)=0, 其 中 
六 一 民 
D1c2 — boc1 


区 2 一 已 A 多 一 叱 p—A a “Ss= 
Ciaza 一 一 co ol 二 ray Gab1 3 +13， 其 中 4 to, ob, c} 2 tb1c 


=0, altbmtom) 


+ 


To YJY—0 2—¢ 


m= {P1Ca 一 Dapy， C102— C1 tb2—0ob1}, A={a, b, c}. $5. 
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6. Y-~a YY-?  - 


mna—moans nil — oll 
一 一. ?7. 同 第 6 题 , 其 中 =bics 一 B204, op1 一 ctgg 一 cadd， 机 二 
i179 一 lon 

A bo Crob1， Ls 一 bang bscas Nin Cd — CAT3 No 一 43D3 —asbs, 


一 Doc ， priGa 一 6o01， 01Da 一 cab1} $s 


ee ES i, A ee = | 站 
mani— ?mina ?2371 -2419 i co— zo| 
| na Ly | La no 
Le 一 2 GQ—Xyg 一 2 ba 
处 一直 oY- a 


baa—baB, Cd 一 0 Cr — cB, Gd 一 03B 


Cdb2 — tot b103— Door 


C109— Coad, 1b2— Gob1 
g—c 
Tom—apB ba—bapl 
Bb1C2 — bac1 i 
T—% yy—b g—e 
+ds,， 10. | 五 mn | 一 0， 诗 . 同 第 10 题 其 中 五 一 Do 一 


to mo J 


其 中 a=ams+bba 二 ccs 十 ds, B=aqmst+bbyst ce 


bzc1, mi=0103 C281, N14a1ba—ash; ls— Pacs bacy, ma~— Cadd — Cons 
TT1 YY1 性 一 2 


na—aaba—asbs, 23. | ro—rx ya--y1 #2—21 |=0 


* 


了 ”, 2 
了 一 IT 4 一 拉 2—21 
18. To— Tt #9 — Y1 sa2—21 |=0, 14. (P—P,, S, mm) 
bca—boct Cgcad1s rbs— aob1 
rw—a yO 2—c 
0 15, 1 He 了 一 0。 17, P=ATtim xS), 


mi nl—m? Im—n? 
18. P=A+i[mx CAPo x 8)], 


复习 题 四 


_ 面 f0 cz 一 ex db dd) 8、(D a=—4d (2) d=9; (3) 
面 ( 3 bco— Boo ” 五 1Ca ~— Ou04 ) ( ) 


d=3 4 (DD d=d=0, (9) d=qs=0, 者 +0, (3) BD1=bs=0, 
d=d=0; (4) od —cadi=0, cics#0, . §. (1) De 一 pacl 一 0， di+ 
d&40; C2) wbs—asbi=0; di=ds=0, 了. z=y=s. 8, + V2rt+ 
y+e=0. 9. ns ms, ma)=0. 10. (S1, $2, $3) 一 0，(S1 x S52) 


{P—P)=0. 11. (P-Po, S$, T)y=0. 12. (1) 区 


2 . 
XTX—To 4 一 2— £0 T—Xo Yio -mti 
(2) i 9 nn |=0, (3) i ”mn 加 
入 贞 也 blcy 一 bacl claz 一 Cag1 oapb2 一 G2D1 
TT YY go 
=0, (4) ? 3 n |=0. 18, Cast bamtcn) Cart 
以 b 次 


by+og 二 +a) 一 《dl 十 iH 十 CIn) 《Qaw 十 bzy 十 cas 十 Qa9)， 但 rp 


不 闻 相等 。 1 a 一 0) bly 一) ele 一 
80) =0, {aazot dayot C20+ aa) COAT TOY + EEA = (90 + bg t+ oso 
+ ) (avr + by -Ft cgs + ad2), 18. (baca 一 paci) (kz 一 加 ) + (G102— C201) 
x (一 po) 十 (qiba 一 dpi (2z—20) =0, (azrot bayot+ Cato da) (ax + DY 
toz+ di) = (ar0t+ byo tt eso tA) art bay 十 caz 十 Ge)， 16. r+2y 
+22—1=0. 17. 37—4y+s=0. 2 和， 与 机 及 思平 行 的 一 直线 ， 
23. (1) (P—P,, $1, $2) 一 0 (2) (P—Po, Pi—Po, $)=0; (3) P= 
{CAPs 
S'S 


Pott {CS1x S23) XL(P— Po) x SJ}. < 射影 : Pt Ss, 


ee - (A—P)':S 
对 称 点 ; 4+3| Ps 全 s|. 


思考 题 
1， 设 截 距 是 m,n 则 如 一 寺中 02 一 47) yo02 一 于 Ce 十 o9 一 89) ,一 
言 (G+ 一 o)， 顶点 为 4C 一 bm 贡 ， BG 一 m, DC ,mm, ~)), 


8， 用 第 2 题 化 成 对 称 式 . 5, (1) S$:L(BxC)+(CxA)+(A4xB)] 


呈 呈 71 一 


Pr-[(BXO)+CXA)+ (AXB)]- (A, BBC) 
0; (0 PBSC Tod AT "S$. 


(8) (B—P,C—P,S) 与 (C~ Fo Po,S) 及 (A —Po, B— Po, S) 辐 号 


第 五 童 
习题 5-1 1， 当 三 点 共 线 时 , 轨迹 不 存在 ;三 点 不 共 线 时 , 轨迹 是 过 这 
三 角形 的 外 心 所 作 这 平面 的 垂 线 . 


习题 5.2 站 (1) 三 个 平面 :一 o y 一 b, ?一 6; (2) (0, 0 0 二 重点 ; 
(3) 曲面 ; (4) 点 (a, 5, 0); (5) 虚 轨 迹 : 《6) 无 数 点 (0，0。 rmt+ 


(一 "总 )， ”表示 0 及 整数 。 8. ?+y 一 822 一 62 9 一 0 
&. (W)Cr+D 1=0 65. (1) + 人 1 a2 一 62 一 c2; 


pb? 
x? 22 
(32) Zr =1, 3+b?~—0o? 站， 了 一 pope se acosgpsing, 
£~= =asing (~—m <0<a, -<p< 写 ). 


习题 5.8 i. (1) x—ag=0, #=0; y—b—0, #= 0 表示 两 条 直线 ， (2) 
C0, 0, 0); (8) 上 庶 轨 迹 ; (4) 虚 轨 迹 ， 3， 土 X= 二 土 y 二 土 s， 和 . 土 X= 
土 y 二 土 。 书 已 知 两 定点 Pt 和 Ps 及 另外 两 定点 Pe 和 Py, 当 PiPs/ 
PsPs 时 ; 无 轨迹 ; 当 PPPs 认 PsPy 时 ， 轨 迹 是 一 条 直线 . 6. z= 二 a cos9， 
y=asing, =acos20(0 <0<27) 7, (4) et (2) 下 一 好 
{ry Ta 

习题 5 组: 1; Pi (e253e, mb, CI 可 2 4%), Po (2432, Pe, 


a 2. (1) ar'+by 4or=0, C9) sy (3) zi2 十 gf? 十 
#7=024 bea 3，z'3 一 入 23 十 3213 一 总 ， r= 2 2y + 
. < VE V6 vid’ 
4 yy! pp Da yy Sa! | “ 
1 同 第 5 
V21 ee we V31 VY 14 同 第 5 题 ， 
7.z=-- Tl 2 
eh VE VE > i i 6 r+ A 
站 3 
We = 工 - = -一 - —* = 7 一 
了 Fat kk 8, z= - 启 y+ s. 9. (DD s=0;, (3) w=0 


一 多 (3) gr207 2 +). 


一 472 一 . 


习题 5.5 4，(1) 2 次 代数 曲 而 ，(2) 超越 曲面 。 9， 超越 曲面 ， 交 
点 为 (0, 0, nm) (表示 0 及 整数 )， 3. (1) 3 次 ，(2) 4 次 .6 
次 


复 习题 五 
2. (2VH,0, —V2), 4. «~—sec0.f(t)s yf =0; ey (st 
tp)， 臣 , 6 次 .7， Dety 十 22) 一 2 
习 和 e+ 匀 和 (+ 名 + 鸣 一 一 配 一 0. 


a 第 六 章 | 
习 瑟 1 1 球 心 ，(1, 一 入 3)， 半 径 : 5 3、 他 一 zo) 十 (9 一 加 六 
+ (2—20)2— (a— 70)+ (by) + 0a), a. (1) [yb—yo) —ie 
—20)]?+Le— #0 va — 0 + [pa— 0) —AD jr, 
(2) (xocosa tyo cos Bz cosy —p) mr, 5. LrC0spoos0, .Y= 


y cos 四 sin 有 2 一 rsin 由 (1) 0<p<3, —m<O<w, (2) -$s 
0， 一 元 <9<m， (3) O06 0<b< 也 . 8B，7(z3 十 ga 十 53) 一 15z 


—25y—11s=0. YY、 y=1. "8. 10(c24eo 上 十 -+7Llz 一 68y 一 89y 一 
185=0. 11. 一 (rA053 十 罗干 的 十 to 十 py 十 czo) SACSr Va dia 


ek by Fom ti 2 
i Vr (ot). .t+ 
Se 


多 
+1, 《2 十 1x 一 Ka 一 9 一 0 《了 二 敬一 ax 一 0 一 cz 一 0 
(8) 妇 十 扫 十 太一 az 一 友 一 cz=0) 二 + 六 + 过 =]1, 


al(b“ate?) bo +a-) cola- b-?) 
加 心 | gc T+» DITo To PCE 
公告 /rt 
习题 6.3 于 . 9C2y 十 2 一 1)? 十 4(s 一 37) ?十 (3rx 二 2y 一 7)? 二 196. 
», Re 37) 十 〈Z 一 Yy 一 6)?] 一 3[(x— 2 十 人 十 3) 十 
(8 8. |(P—Po) xs 一 | (4 二 Po XE], 和，|(P 一 两 ) x 


一 47 和 一 


S||A—Pl~I(A-P) xSP-Pl. 5. |PmxS0| 一 [Kx So 
6， 轴 的 方向 数 : 5 一 {4, b,j; 底 半 径 ， -ET，9，(D 2 一 一 
y— kr (2) z=+ MI+Rctghr, br 8 (1 9= 时 , 表示 直 
线 X 二 Qcos30n, y=asinfo (2) 4 一 tn 时 ， 表示 圆 妇 十 银 一 42，2 一 20， 
0. (1) r=acosu, Y=aany, 2 一 人 40 二 27， 一 co VL 0); 

(2) z= |v|sinf eosu, i ZS=tCOSO(0 < HST, 0 < 
D9 十 品 )， (3) 交 线 .两 个 园 x=@costi, y=a8sint, 2= 土 actgt(0 <t 
<2r》、 10. 4C(x—2y)27202=19., 

习题 6.:8 1. alzt—zxo) by -10) Ha 一 20) 一 0 2., (1) 32~=z+y 
(2) zz2 一 %2 一 3233， (3) T+ Ay —16s2=16. 8. (1) mzr=ey, (2) zr? 
4y2— Oa2=], (3) zdy?+Qa?=l1. 4. 22 一 X8V 一 C2， ,C0 十 
-2 
=0. 

习题 6. 和 1. (DD) Cny— ma) ?=2pn(nt-ls); 《3》 [yal2—20) --20C9 一 
加 )]3 一 2p(z 一 20)[xa(z 一 2 一 2 人 2 一 2o)] 2. (C1) Cal+ bam+ cn) 
x ari+hy 十 C12 十 01) = (a + hmem) (aor t+ byt ca2 Ado); 

{2) (qarot bayo tt Cozo + A ArT+ OY C12 + A) 一 《qz 十 Digo 十 C180 十 
di) (azw t+ bay dc22+ ad), 3， (1) > 轴 ; (2) # 轴 ; (3) > 轴 ; (4) 0， 
1, —1; 5) 1, —1,1, 4. (1) ©©0, 0, 0); (2) 00, 0, 0),. 5, (1) 
柱 面 ; 《3》 锥 面 ; 3) 劳 锥 面 。 6 多 一 一 2k( > 一 雪 ) ,抛物 往 面 . ， 


.7. 原点 为 顶点 , 2? 轴 为 轴 的 直 圆 锥 面 .。 8. (1) 3y? 一 22? 二 25 一 0, 62? 
+3r?—100=0, 277-+5y?—25=0. (2) 1=0, 2 一 2 一 0、 13. (wy 
一 *23(Kz 一 4)2 十 C202 一 站 1#. 切 一 和 ~ 后， 定 直线 9 一 土 这 7， 


5 一 士 0; 定 平面 xz 十 MD 一 0 所 产生 曲面 是 凡人 十 czZTTEU 十 3 一 
j=cA+me) YT mr), 

复习 题 六 
1. 耐心 (0, 0, 0); 半径 一 5 平面 方程 4x 一 3y。 23. (了 DD 两 加 “一 


一 用 7 斗 一 


aeosg y=—asind, 2= + V7 a 00 dm); (2 两 圆 z= sin6eost 
Y=7 sin0sint, zt 一 十 reosbf0<<<23r)， 8. 四 条 与 > 轴 平 行 的 直线 


sy te yy 4. y= 5 一 23 4 二 723、 6B. (1) 
原点 为 心 , 地 平面 上 方 半 个 单位 球面，《3) 梯 回 柱 面 写 十 芗 一 
18. gst+asr+zy=0, —ys+ert+my =0, yf—ar+ ry—0, Ys+at— ry 
0， 18. 球面 。 处 . 抛物 柱 面 = 十 v, Y= 从 一 上 8 一 U2 《一 00 之 
J<+%). 19. zy=tz, MH. cope=darls m0 ,ays bar+t 
cry+abe=0. 3. (ye = 47 二) zy +z?) 
一 at y+ WB. f+ B.A) 于 
t=2ps, y=Ar; (2) 22 寺 好 一 2pz， 5 一 由 《3) 2+ =2p(as TOY 
16 2g. Bo 十 cm ctan? am t+on 
DL 了 32 gm hinm 

给 ， 民 ) 柱 而 (2) 柱 面 ; 《3) 旋转 曲面 ; (和 劈 锥 面 ; (5》 锥 面 ; 
《6) 柱 面 ，(?) 锥 面 ; (83》 旋转 曲 区 ， 


十 c、 27， areccos -= 一 


第 七 章 
习题 ?4 4 《tb 椭 贺 面 ; 《3) 双 叶 双 盎 面 ; 《3) 单 叶 双 曲面 ; 
时 双 井 面 ; (5》 双 时 双 曲 面 ; (6) 谍 椭 四 面 ，3. 各 -+ 妆 -+- 千 -1 


25 

3, (1) 23+dy+22=0 (2) 31x2 十 7823 十 482 一 127、 Bb. (1, I, —2); 
Wi0 Vis V5 : 
3 6. z=4acosuy eostv, y=bBInw dos, s=csinw( ~ 
WT, -<o<) T= 4AC08UBe0V, Y= DBindBeV, edtp+ 
(~w<u<s, -号 <o< 至 ): z=acosutgv, y=bsinwtgV, f=0666Y 
(-=<xsm， Or, 2 于 ). 了 2 一 二 贡 + 号 <1， ， 直 线 
和 

”0% 加 棋 加 而 
习题 ?2 荆 41) 双 曲 抛物 面 ; (2) 椭 贺 抛物 面 ) 《3) 双 曲 扼 物 面 ， 


3，(1) 无 交点 ，(2》 直 线 在 曲面 上 ， 8. 《1) 412 一 铬 = 人 4 (2) 272 


一 47s 一 


十 内 一 2s. ，(《1》 z=aV3|o [eos uw, y=b V3|v| sina, z=cv (ce~>0, 
0 < ws pr, 2 e<0 0O<u<2r, ~ .(2) r=a 
C+) 9 一 bu 一 ,2 一 2ouw， 5 双 曲 抛物 而 .I 一 a 一 


五 > 0， 椭 图 抛物 面 ，I2 <0， 双 曲 抛物 面 ，72 一 0， 抛 物 柱 面 . 
T2232 yl 2—4/3 2 一 2 YY 二 IT 2--4/3 


习题 了 .3 也， 一 er 二 4 训 村 wp 0 
Tac0sg 、 ybsing _ 2 ne 2 oe 
asincg boosa. Fa ™ YT > hr; T=p, 2 -HY 
Fe A ~ 二 ea . mw—apcosg __ y—bpsing 
工 一 入， 人 十 yy 二 THEY Tt 7 和 

人 

多 一 -一 COS . ; , 

必 2 x2 Yy? 82 
ee 2 CO I BR. ,WR 
plcosOsin 0): 0. t+ tb r+ -1l. 
“#40. 2 b=0, i 


他 2 pb? 
习题 7、 "和 4、 + 十 22 w+ —ar<0, x<0, 
习题 了.5 下 (1) 一 对 平行 平面 C2》 单 叶 双 有 曲面，(3) 实 锥 面 ，(4) 
球面 ; (5) 单 叶 双 曲 面 ; 〈6) 实 锥 面 ; (7) 抛物 柱 面 ; (8) 锥 面 . 
2, (1) A<0. 单 时 双 曲 而 ; 7 一 0， 实 锥 面 ; 和 > 0， 双 叶 双 曲面 ，《2)》 
和 天 0， 双 叶 双 曲面 和 一 0， 实 锥 面 ， (3) X 十 开 >0， 杷 加 面 ; 人 十 于 
二 0， 虚 锥 面 ; 和 二子 之 0， 典 椭圆 面 ， 3.，(Q)》a、5、c 均 正 时 , 为 椭 回 


面 ; 均 负 时 , 为 虚 本 加 面 ; 两 正 一 负 时 , 为 单 叶 双 曲面; 两 负 一 正 时 , 为 双 
叶 双 曲面 (3) ab>0 时 ， 为 椭 加 抛物 面 ，a5<0 时 ,为 双 曲 抛物 面 . 
4，(1) 等 轴 双 曲线 ; (2) 两 个 贺 ; (3) 立方 抛物 线 ; 《4) 两 个 圆 ; (56) 
贺 ; 《6) 两 个 双 曲 线 ; 《7》 两 对 重合 直线 ， 65， 比 *>0 时 ，( 了 ) 定点 
在 定 平 面 上 . 和 =1 时 , 为 一 对 鹿 的 相交 平面 ; 0< 和 和 <1 时， 为 庶 锥 面 ; 
> 时, 为 直 阅 锥 面 . (3) 定点 不 在 定 平面 上 : X= 工 时 , 为 旋转 椭 加 é 
抛物 面 0<%<1 时 ,为 旋转 椭圆 商 ; A>1 时 , 为 旋转 双 叶 双 曲 面 ，[ 注 
意 也 一 0 时 ,轨迹 是 定点 ; -> co 时 ,轨迹 是 定 平面 .. 6. 比 和 >0 时 , GD 
定点 在 定 直线 上 ,入 ==1 时 , 为 一 对 重合 平面 ;入 >1 时 ,为 实 锥 面 ; 0< 入 <1 
时 , 为 虚 锥 面 ，(2)》 定点 不 特定 直线 上 ,和 1 时 , 为 抛物 柱 面 ; 入 > 工时， 
为 旋转 单 叶 双 曲面 ; 0< 入 <1 时 ,为 旋转 椭 轩 面 . (%=0 时 ,轨迹 是 定点 ; 
ho 时 ,轨迹 是 定 直线 。) 


一 当 Y6 一 


复习 题 七 


1. z=a(—~1l+ V3). 8 z=, AYy+2)=—7—Y-l y+e=p, pe 
一 gy-1 8. cvV -DYtazVD-~0. 4. (1) 两 异 面 直 
线 为 < 二 0, # 一 c; 4 一 0 z 二 一 c 了 时, 则 球 心 轨迹 是 2 一 护 一 40s 一 0; (2) 
两 异 面 直线 为 9 二 mz， ?二 CG; 9 一 一 mi sm 一 时 ， 则 球 心 轨迹 是 mxy 
cz 二 m3) 二 0，。 和 9 入 天 2 入 于 D9， 和 大 0? 时 除去 ; 9? 和 > 和 A1> 可 > 和 Ag>> 03 
> 和, 和 一) 时 ,表示 双 时 双 曲 面 ; = 和 时, 表示 单 叶 双 则 而 ; 和 一 As 时 ， 
表示 酉 图 面 。 加. 和 生 a?, A 半 b? 时 应 除去 ; 十 >A>07>ha>b?>%y 
> 一 co， A 二 A 2s 时 , 垃 示 椭 园 抛物 面 ; 入 一 Xa 时 , 表示 双 曲 抛物 面 . 


”2 2 
11. 二 + 三 =]， y=0,. 


z 第 八 章 
习题 8.12 4， a 二 bw? 十 cu? 一 0 母线 ; a 和 十 bn 十 ev? 竺 0 切线 .。%， 每 


线 ，4. (1) 无 ，(2) < 轴 上 的 点 . 5， 母 线 方程 为 -er = 工 LE 


-EB 0 P<0). 6 or 和 

ZX+1 YY .43 

“1 一 工 3 °' 

习题 8$.2 1. {1) 本 (8) wo 灾 十 zt 十 tl 一 2 得 {os 
Q 


4bs+ 中 (所 + 六 + 乞 ) p65. (8,9, 5), (me 十 名 二 22 十 


人 


jzy 一 0 B. 2x— 5, 4¢+6y+32=5, 
习题 8:8 1 ee 于 诗 ; 0); (2) Bo=2, 有 B=3， 无 中 心 ; (3) 


一 条 直线 Z 生生 = 2 二 的 和 心 (多 Ro-1 R42， 无 中 心 ; 


(5) i XT 一 十 二 的 中 心 。 2. 14%2 二 482 十 3883 一 2 一 
dsr' 一 Bry 一， 8，(1) gabe 生 0 了 时， 中心 为 (0, 0, 0); 4a=0, po 关 0 
和 时 , 中 心 为 #=0， z= 二 0; 5 二 0, ca 和 0 肝 , 中 心 为 2 二 0, 2 一 0; 0 一 0, qb 六 
0 时 ， 中 心 沟 £=0, y=0; b=0o=0,， 4 在 0 了 时， 外 心 为 上 一 0 6e=%==0, 


一 7 一 


b 生 0 时， 中 心 为 Y=0; ，4=b=0, c 关 0 时 ,中心 为 4=0。 《27 abA0 
了 时, 无心; =0, b+0 时 ， 无 心 ， G 尖 0， b=0 时 ,无 心 ， 5b. i 了 天 8. a 


= 顶点 (一 卫 ， 1, ~ 二 .0 Apiv=ViAl: Vil: 


M141， 其 中 4，B, C0 为 中 的 4,5,¢ 的 代数 余子 式 ， 8. “一 省 
32 十 把 一 2 一 4 一 0; d 二 0 时 ,为 单 叶 双 曲面 ; 4 一 0 时 ,为 锥 面 . 

习题 8.4 1, (1) k=6, 12, 18; z+y+2s=0, z+y—2=0, rw—y+t+l 
~=0; (2) k=14, 26, 0; w+2y+3rt+1=0, s+4y~—3s+1=0; (3) 天 


三 二 A 
3, 0， 0; 好 2 十 2 一 0 2. (1 I 0 OD” 0 1 1 
jE 生 -- 气 - 竺 -- 方 ; 妈 一 站 一 0，2% 十 十 本 一 0， ce 
12 12 12。 乞 = 和 与 =- 持 =- 产 ， A M2 = 陡 一 地 二 
z+2y?+4s (2) 志和 邓 -~ 私 地， 
Aa | 


了 ~ 时 ~ 了 -J T3400, x—2y+z2=0,; Cty. 8， 顶 
点 为 (一 4, 2, 1), 半 顶 角 为 arc 霹 3; 轴 的 方向 为 1:2: 一 5.。 ,球面 . 
习 怕 8.5 41. (1) X24+2Y24+422=1; (2) ZX?+3Y?=2; (3) 6 及 2 一 
27?=1, | 

习题 8-6 1，(1) 椭圆 面 ，(《3) 本 圆 抛物 面 ; 〈3) 双 曲 抛物 面 ; 《4 
单 叶 双 曲面 ; 〈5) 第 面 . 6. (1) 和 >1 时 为 桶 加 抛物 面 ; 和 <1 时 为 
双 划 抛物 面 ; 和 = 工时 为 抛物 柱 面 . (2) 用 数 轴 表 示 就 得 : 


1 1 
Cd -1 Ev Vs 1 ~ + 
— AQ——— 


(3》 用 数 轴 表 示 就 得 : 


一 oo -… ~ 一 mm 0 


er em RES 
习题 8-7 1. (1) 3X2+4Y?++82~=1, (2) 14X’—26Y?~2V91 2; 
(3) 41X—28Y, (4) 14X?—27Y?=1; (5) 11X?=16, 
i Vis. 3. arete2 2. 4. VE. 6. (DI 
关 0，(i) Ka>0， 单 叶 双 曲面 ; 《ii) Ks3=0. 锥 面 ) 《ii) Ks<0:， 冯 


“478 一 


时 双 曲 面 . (2) =0, 尼 ; 直 0， 汉 则 执 物 耐 ， (3) 了 I=, 五 gs 一 0，(i) 
到 3 站 0， 双 曲 抛 物 面 ai) Ks==0， 一 对 相交 平面 . 


复习 题 八 


1, ad?+b2m2+ei pI DD. (~ 各 于 ,- 号 -着 3273 于 Sy 2 十 3z2 一 
2y'a' 十 33 — ey 一 1 838. 5x2 Lo 108’2 a 十 1422 + 6x'y" 
I， 和 ， 中 心 为 (54 一 2, 4 一 1 3 一 2), 和 = 让. 5， 4 一 一 56; 顶点 为 


(3,， 一 5 1); 旋转 轴 方 程 为 F226. 一 zy 一 
《和 wy a arc—by—es=0, (29) (ay~—br)—2c2s(a?+b a 
一 0) 十 (a 十 b2 一 22=0 与 (1) 的 曲面 的 交 线 ， 8. (1) =2, 3, 6; 
L823—2=0, s+y+2+4=0, -2y+2—1=0; (3) k=14, 27, 0; 2z 
一 4 于 235 一 一 0 s+Sy+2—2=0; 《3) k=3, 0,0, x—yt+2=0. 

8. (1) 3 已 十 3 72 一 422 一 4 (2) 2X2— P+ VBZ=0 〔3)》 14 交 ?十 
A427?=1; (4) RI+2F?—422=0. 10. (1) 38324 677—222=1; 


(8) 7 区 ?27? VT (3) 3X? 二 272? 一 2 (和 7X2 一 3 一 0 
1. -eV I. X<0 或 0<X< 亏 时 为 单 旺 双 出 面 ，X> 
去 时 为 双 叶 双 有 曲面; A 一 去 时 为 实 锥 面 ; A= i 


18. (1) p>9:%<4 时 为 双 曲 柱 面 ; 和 >4 时 为 虚 椭 圆柱 面 ， 和 一 4 时 为 
一 对 虞 平行 平面 ，(2) <9:X<4 时 为 双 曲 柱 面 ; > 和 4 时 为 实 椭 可 柱 
面 ;一 4 时 为 一 对 实 平行 平面 ，(3) 一 纱 和 < 和 了 肝 为 一 对 实 相交 平面 ; 
A> 和 时 为 一 对 虚 相 交 平面 ; 一 4 时 为 重合 平面 ，14. 4=1. 旋转 双 叶 
双 曲 面 ， 0 9 二 3 一 0 34” 一 工 旋转 单 时 双 曲 而 ， 轴 为 4 二 0 
9% 一 5 一 0， 臣 ，() 4> 0:> 工 时 为 虚 横 贺 面 ; 太一 工时 为 一 对 虚 平 行 
平面 ; 一 3< 和 <1 时 为 单 叶 双 曲 面 ; 和 = ~2 时 为 直下 柱 面 ; < 一 3 时 为 
长 球面 ，(3) p<0; 和 >1 时 为 扁 球面 ， 和 =1 时 为 一 对 实 平行 平面 ; 一 2 
入 <1 时 为 双 对 双 曲 面 ; X= 一 2 时 为 虚 椭 加 柱 面 ; 和 < 一 2 时 为 碟 粮 图 
面 《3) pp 一 0:4> 了 I 时 为 虚 锥 面 ; 和 一 工时 为 重合 平面 ; 一 2< 入 <1 时 为 
直 画 锥 夯 ; = 一 2 时 为 一 对 虚 和 相交 平面 ; 入 < 一 2 时 为 感 锥 面 . 
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